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内 g 提 要 

本 书 概 述 了 非 线性 时 间 序列 分 析 的 基本 内 容 以 及 近代 
的 重要 进展 。 全书 分 为 两 部 分 :第 一 部 分 为 模型 概论 , 即 第 
1 章 至 第 4 章 , 其 中 包括 了 :比较 线性 与 非 线 性 时 间 序 列 ， 
概述 与 非 线 性 时 间 序 列 有 关 的 非 线 性 动态 系统 ;介绍 各 种 
非 线 性 时 间 序 列 模型 ;论述 这 些 模型 的 平稳 解 .遍历 性 、 高 
阶 矩 和 可 逆 性 。 第 二 部 分 介绍 统计 方法 , 即 第 5 章 至 第 9 
章 , 包 括 非 线性 时 间 序 列 预报 方法 ; 非 线性 性 检验 方法 ; 非 
线性 时 间 序 列 建 模 方法 :与 其 相关 领域 (如 混沌 .分形 和 神 
经 网 络 ) 之 间 的 联系 :若干 实例 应 用 分 析 。 

本 书 适 合 于 作 大 学 本 科 高 年 级 学 生 和 研究 生 的 教材 或 
参考 书 ; 也 是 从 事 时 间 序 列 分 析 研究 工作 人 员 及 使 用 时 间 
序列 方法 分 析 数 据 资料 工作 者 的 重要 参考 书 。 
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如 果 说 科学 研究 论文 是 创造 性 科学 工作 的 发 表 性 记录 , 那 末 科学 技 
术 学 术 专著 则 是 创造 性 科学 工作 的 总 结 性 记录 。 前 者 注重 的 是 优先 权 , 后 
者 注重 的 是 系统 化 。 


在 大 量 科学 研究 的 基础 上 ,对 一 个 专题 或 一 个 领域 的 研究 成 果 , 作 系 
统 的 整理 总 结 , 著 书 立 说 , 乃 是 科学 研究 工作 不 可 少 的 一 个 组 成 部 分 。 著 
书 立 说 ,既是 丰富 人 类 知识 宝库 的 需要 ,也 是 探索 未 知 领域 .开拓 人 类 知 
识 新 疆界 的 需要 。 特 别 是 在 科学 各 门类 的 那些 基本 问题 上 ,一 部 优秀 的 学 
术 专著 常常 成 为 本 学 科 或 相关 学 科 取 得 突破 性 进展 的 基石 。 所 以 ,科学 技 
术 学 术 专著 的 著述 和 出 版 是 一 项 十 分 重要 的 工作 。 


近 20 年 来 ,中 国 的 科学 事业 有 了 迅速 的 发 展 ,涌现 了 许多 优秀 的 科 
学 研究 成 果 , 为 出 版 学 术 专著 提供 了 坚实 的 基础 。 值 此 20 世纪 90 ER, 
在 出 版 学 术 专 著 方面 ,中 国 的 科学 界 和 出 版 界 都 在 抓紧 为 本 世纪 再 加 些 
积累 ,为 迎接 新 世纪 多 作 些 开拓 。 我 高 兴 地 看 到 ,作为 这 种 努力 的 一 个 部 
分 《科学 ?杂志 的 出 版 者 一 上海 科学 技术 出 版 社 推出 了 这 套 《 笠 沁 专 
HA). 


上 海 科 学 技术 出 版 社 是 科学 技术 界 熟悉 和 信赖 的 一 家 出 版 社 ,历来 
注重 科学 技术 学 术 专著 的 出 版 。《 科 学 ?杂志 的 编者 组 织 编辑 学 术 系列 从 
书 ,也 不 是 第 一 次 。 在 本 世纪 三 四 十 年 代 , 就 曾 推 出 过 《科学 从 书 》), 其 中 
不 乏 佳 作 , 对 当时 的 学 术 研 究 起 了 很 好 的 作用 。 


《科学 ) 在 中 国 是 一 份 历史 最 长 的 综合 性 科学 刊物 ,80 年 来 与 科学 技 
术 界 建立 了 广泛 的 密切 联系 。 现在 推出 的 这 套 《 科 过 专著 丛书) 正 是 这 种 
联系 的 产物 。 我 相信 ,加 强 这 种 联系 ,著者 与 编者 、 出 版 者 ,科技 界 与 出 版 
界 共同 努力 ,精心 选 题 ,精心 编辑 ,精心 出 版 ,一 定 能 使 这 套 专著 丛书 反 映 
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出 中 国 科学 技术 研究 的 最 新 水 平 , 为 本 世纪 多 留 下 几 本 中 国学 者 的 优秀 
专著 ,为 迈 向 新 世纪 多 铺 下 几 块 引路 的 基石 ! 


ALe 


(科学 } 杂 志 编 委 会 主编 ) 
1994 年 8 月 
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在 过 去 的 半 个 多 世纪 里 ,时 间 序 列 分 析 得 到 了 迅速 发 展 。 特 别 是 对 线 
性 时 间 序 列 分 析 的 研究 ,已 经 取得 了 系统 和 丰富 的 成 果 。 但 是 对 于 非 线性 
时 间 序 列 分 析 的 研究 , 仅 在 近 二 十 多 年 里 才 逐 渐 被 重视 起 来 。 

线性 时 间 序 列 仅 是 时 间 序 列 的 一 种 特殊 类 型 ,而 且 是 最 简单 的 一 类 。 
尽管 如 此 ,五 十 多 年 来 ,被 研究 得 最 深入 ,应 用 也 最 广泛 的 ,也 仅 是 有 限 参 
数 型 线性 时 间 序 列 模型 ,例如 热 知 的 自 回归 滑动 平均 模型 。 所 以 说 , 非 线 
性 时 间 序 列 分 析 是 一 个 极其 广泛 的 研究 范畴 ,有 着 极为 丰富 和 深刻 的 研 
究 内 容 。 

非 线 性 时 间 序 列 , 哪 怕 是 很 简单 的 非 线 性 时 间 序 列 ,它们 能 显示 出 的 
奇异 现象 ,足以 令 人 新 奇 不 已 。 况 且 ,， 非 线性 时 间 序 列 分 析 与 许多 非 线 性 
科学 领域 有 着 密切 的 联系 ,例如 与 混沌 、 分 形 和 神经 网 络 等 领域 均 有 密切 
的 关系 。 这 说 明了 非 线性 时 间 序 列 能 表现 出 更 丰富 、 更 复杂 的 客观 现象 ， 
比 线性 时 间 序 列 有 着 更 广阔 的 应 用 背景 。 实 际 上 ,在 很 多 领域 ,例如 在 经 
济 、 环 境 、 生 物 和 气象 等 领域 ,已 经 显示 出 非 线性 时 间 序 列 分 析 的 应 用 背 
景 。 因 此 ,近年 来 对 非 线 性 时 间 序 列 分 析 的 研究 受到 广泛 关注 。 

研究 非 线 性 时 间 序 列 ,很 难 仿效 或 沿用 已 有 的 线性 时 间 序 列 的 理论 
与 方法 ,而 且 所 面临 的 困难 也 远 远 超过 线性 情况 。 正 像 在 其 他 非 线 性 科学 
领域 一 样 , 人 们 过 到 了 许多 新 的 激动 人 心 的 挑战 。 

近年 来 ,关于 非 线性 时 间 序列 分 析 的 文献 ,正在 不 断 丰富 。 本 书 作者 
在 了 解 有 关 文献 的 同时 ,也 从 事 了 某 些 理论 和 应 用 研究 并且 在 非 线 性 时 
间 序列 模型 的 平稳 解 、 遍 历 性 等 理论 方面 ,以 及 非 线 性 性 检验 方法 和 随机 
条 件 方差 模型 的 应 用 方面 ,取得 了 菜 些 研究 成 果 。 这 些 研究 工作 使 作者 对 
非 线 性 时 间 序 列 分 析 的 丰富 内 浪 , 有 了 和 较 新 的 和 深入 的 了 解 。 这 促使 作者 
写 出 此 书 , 以 期 吸引 更 多 的 同仁 学 者 关心 非 线性 时 间 序 列 分 析 的 应 用 与 
发 展 。 

在 此 ,我 们 要 感谢 汤 家 豪 教授 的 鼓励 和 帮助 ,提供 许多 最 新 的 论著 的 
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预 印 本 ,使 我 们 较 及 时 地 了 解 非 线性 时 间 序 列 研究 的 最 新 进展 。 作 者 还 要 
感谢 香港 中 文大 学 统计 系 王 永 雄 教授 , 受 他 的 邀请 ,本 书 第 一 作者 曾 在 该 
系 研究 生 的 讨论 班 上 讲 过 本 书 的 多 数 章 节 , 并 在 该 系 访问 期 间 完成 本 书 
初稿 。 作 者 还 要 感谢 曾 与 他 们 共同 组 织 参加 非 线 性 时 间 序 列 讨论 班 的 同 
事 们 , 书 中 许多 内 容 曾 与 他 们 交流 或 讨论 过 。 此 外 ,还 应 当 感谢 北京 大 学 
概率 统计 系 谢 训 洁 教 授 , 他 细心 审阅 了 书稿 ,并 提出 许多 宝贵 意见 。 

该 书 第 一 作者 多 年 受到 国家 自然 科学 基金 委 的 资助 ,此 书 是 属于 天 
元 重点 基金 资助 项 目的 科研 成 果 之 一 ,一 并 在 此 致谢 。 

由 于 作者 知识 所 限 , 书 中 谓 误 之 处 难免 , 娠 望 学 者 同仁 不 音 批评 指 
正 。 
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1996 年 3 月 于 北京 中 国 科学 院 
应 用 数学 研究 所 
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本 章 的 目的 是 简要 地 介绍 线性 时 间 序 列 与 非 线 性 时 间 序 列 的 联系 ， 
彼此 相似 之 处 以 及 两 者 间 的 实质 性 差异 . 通过 对 线性 时 间 序 列 基本 描述 
方法 的 简略 回顾 以 及 与 非 线性 时 间 序 列 的 比较 ,概述 研究 非 线 性 时 间 序 
列 所 涉及 的 基本 内 容 , 现 在 所 使 用 的 一 些 描述 方法 以 及 所 面临 的 主要 困 
UE. 


8 1.1 平稳 时 间 序 列 


从 较 广 的 意义 上 说 ,时 间 序 列 是 指 被 观测 到 的 依 时 间 次 序 排列 的 数 
据 序列 . 从 概率 论 角度 来 看 ,用 随机 过 程 来 描述 最 为 合适 . 随机 过 程 被 定 
义 为 一 能 随机 变量 , 即 {z vtET) 其 中 了 表示 时 间 :的 变化 范围 , 对 每 个 
固定 的 时 刻 ae, 是 一 个 一 元 随机 变量 ,这 些 随机 变量 的 全 体 就 构成 一 个 
随机 过 程 . 4 T= 10. 士 1, 士 2,…} 时 ,随机 过 程 (ztET) 可 写成 {z ,一 
0, 士 1, 士 2,…}, 称 之 为 随机 序列 . 由 于 上 代表 时 间 , 所 以 此 类 随机 序列 也 
称 为 时 间 序 列 , 这 种 定义 对 线性 和 非 线 性 时 间 序 列 都 是 适用 的 ， 

由 上 述 可 见 . 时 间 序 列 是 一 类 特殊 的 随机 过 程 一 一 离散 时 间 的 随机 
过 程 . 因此 ,时 间 序 列 的 概率 结构 是 被 其 有 限 维 分 布 禾 所 确定 的 . 粗略 地 
说 , 当 对 每 个 自然 数 m AIREA RERU stoot ts, Cas, ,T,X ) 的 m 维 联 
合 分 布 

Pha, < zn, Za Ty, L Em) = Fe yt em litt stm) 
都 被 给 定时 ,时 间 序 列 {z,} 的 概率 结构 就 被 完全 确定 . 详细 的 严格 定义 见 
文献 [125]. 这 一 定义 对 线性 与 非 线 性 时 间 序列 都 适用 . 

平稳 时 间 序列 ,又 简称 平稳 序列 ,是 一 类 最 重要 的 时 间 序 列 , 对 这 类 
时 间 序 列 , 其 统计 分 析 方法 已 有 相当 丰富 的 知识 ,应 用 也 最 为 广泛 . 而 且 ， 
许多 非 平 稳 序列 的 统计 分 析 方法 也 是 借助 于 与 平稳 序列 的 联系 而 建立 起 
来 的 . 例如 ,平稳 序列 的 求 和 序列 为 非 平稳 序列 ,对 它 的 研究 即 可 借用 平 
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稳 序列 的 分 析 方 法 . 所 以 ,平稳 序列 在 时 间 序 列 分 析 中 起 着 重要 作用 . 时 
间 序 列 的 平稳 性 概念 ,并 不 与 时 间 序 列 的 线性 性 直接 联系 . 

定义 1.1.1 时 间 序 列 {z,} 称 为 严 平稳 的 ,如 果 对 任何 正 整 数 m 和 
整数 4 之 ts 过 …<t。, 此 序列 中 的 随机 变量 zotz ;的 联合 分 
布 与 整数 * 无 关 , 即 

F (21 928% Toast + sy alm HS) = F(z 000 smilie otn). 
(1.1.1) 

以 上 定义 表明 , 严 平稳 序列 的 任何 有 限 维 联合 分 布 对 于 时 间 的 平移 
是 不 变 的 . 关于 时 间 序 列 的 平稳 性 还 有 另 一 种 不 同意 义 的 定义 . 

定义 1.1.2 时 间 序 列 {z,} 称 为 宽 平 稳 的 ,如 果 ~ 具有 有 穷 的 二 阶 
矩 ,而且 满足 以 下 条 件 : 

(1) w=Ex,=c; 

(2) 7(1,5)=E(z—c) lr, c) 

=7(t—s,0). 

定义 1.1.2 表明 , 宽 平 稳 序列 的 均值 与 自 协 方差 函数 随时 间 的 平移 
而 不 变 . 另外 ,其 中 条 件 (2) 表 明 , 宽 平 稳 序列 的 自 协 方差 函数 Xt,s) 只 与 
t 一 s 有 关 , 故 7(s,1) 实 际 上 是 被 一 元 函数 所 确定 . 以 后 ,我 们 用 如 下 记号 
表示 宽 平稳 序列 的 自 协 方差 函数 

Y,- = E(x, 一 c)(z, 一 C) 一 7 一 5 0)。 

由 上 述 两 个 定义 可 知 ,一 个 严 平稳 序列 未 必 有 二 阶 矩 ,因而 不 一 定 是 
宽 平稳 序列 .反之 ,一 个 宽 平 稳 序列 的 分 布 未 必 随 时 间 的 推移 而 不 变 , 因 
此 ,也 不 一 定 是 严 平稳 序列 . 为 说 明 两 种 不 同意 义 的 平稳 性 的 联系 , 先 介 
绍 如 下 的 正 态 时间 序 列 的 定义 . 

定义 1.1.3 如 果 时 间 序 列 {z,} 的 任何 有 限 维 分 布 都 是 多 元 正 态 分 
布 , 则 称 {zx,} 为 正 态 时 间 序 列 , 亦 简称 正 态 序 列 . 

正 态 序列 与 平稳 序列 是 两 种 不 同 的 概念 . 正 态 序列 可 以 是 平稳 的 ,也 
可 以 是 非 平稳 的 . 而 且 , 无 论 在 严 平稳 或 宽 平稳 意义 下 ,都 是 如 此 . 以 下 性 
质 说 明了 严 平稳 与 宽 平 稳 的 一 般 联系 . 

性 质 1.1.4 如 果 {z,} 是 严 平稳 序列 , 且 Ez?<<o0, 则 {zj 必 是 宽 平 
稳 序列 . 反之 ,不 一 定 成 立 . 如 果 {x.} 是 正 态 序列 , 则 {zx,} 为 严 平稳 序列 与 
宽 平稳 序列 是 等 价 的 . 

此 性 质 在 时 间 序 列 分 析 中 是 熟知 的 结果 . 关于 宽 平稳 序列 的 自 协 方 
差 函 数 的 性 质 , 有 如 下 熟知 的 结果 . 


$1.1 平稳 时 间 序 列 +3 


性 质 1.1.5 宽 平 稳 序列 (zx,} 的 自 协 方差 函数 7; 具有 以 下 性 质 : 
DINIS: 

(2) 7=7 a3 

(3) 对 任何 自然 数 m WERL tn RER C1 serren H 


HELLO (7,4 二 0 二 1, 十 2,…) 为 某 一 宽 平 稳 序列 {zn} 的 自 协 
方差 函数 . 当 且 仅 当 
= f PAPA), (1.2) 


其 中 FO) K E EAER R R AL RY. BREF AY H a) 
的 谱 分 布 函数 ,而 (1. 1. 2) 式 称 为 自 协 方差 函数 的 谱 表 示 ， 
定义 1.1.7 设 {x,} 是 宽 平 稳 序列 ,F() 是 {zx,) 的 谱 分 布 函数 ,如 果 
存在 非 负 可 积 函 数 /(4) ,使 得 
Fa) = f fda, 


则 称 /(2) 为 (x) 的 谱 密度 函数 . 
性 质 1.1.8 设 (x,} 是 宽 平稳 序列 ,其 自 协 方差 函数 7(4) 满 足 


Dd A<, (1.1.3) 


则 {xz} 必 有 非 负 谱 密度 函数 SDs H f(A) #1 (7, EE Fourier 变换 的 
关系 : 


{yay = oF = x Se"; 
yA an dL) 
[r = [ eSa da. 


以 上 性 质 的 证 明 可 见 文献 [20]， 

由 上 述 性 质 可 知 , 宽 平稳 序列 的 自 协 方差 函数 与 谱 分布 函 数 具 有 等 
价 的 描述 能 力 .它们 都 被 序列 的 一 维和 二 维 分 布 Fe 50 AF Czy szit ote) 
所 决定 . 反之 , 除 在 正 态 时 间 序 列 情 况 下 ,从 自 协 方差 函数 不 能 唯一 地 决 
定 序列 的 高 维 分 布 ,从 而 也 就 不 能 确定 序列 的 全 部 概率 结构 . 所 以 说 , 自 
协 方 差 函 数 或 谱 分 布 函数 都 不 是 序列 的 全 部 概率 结构 信息 的 表现 . 确切 
地 说 ,它们 只 是 序列 的 一 二 阶 矩 的 结构 表征 . 

一 个 最 简单 的 例子 是 
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Ti = Eko (1.1.5) 
Eple Aor JE AS N(0,1) 随 机 序列 . 由 (1. 1. 5) 式 易 见 ， 
Ex, = Ess. 一 EeEe ,=0. 
Ex = Ece = Ee? Ee?_,=1, 
Ex dere EG E164 084 0-1 
= Ee, EE- ers-i1=0 (kl). 
以 上 诸 式 表明 ,(1. 1.5) 式 的 {z'} 为 宽 平 稳 序列 . 而 依 {e} 的 定义 , 它 也 满 
足 相 同 的 性 质 , 即 
Ee, = 0, Ee = 1, Eeers=0 (过 1)， 
即 {z} 和 {e} 具 有 相同 的 均值 和 自 协 方差 函数 . 显然 ,它们 的 分 布 结构 不 
相同 . 
由 于 本 书 主要 讨论 严 平稳 性 ,为 了 简便 ,我 们 限定 平稳 性 专 指 严 平稳 
性 . 本 节 所 讨论 的 时 间 序 列 的 平稳 性 概念 ,无 论 对 线性 时 间 序 列 而 言 ,还 
是 对 非 线性 时 间 序 列 而 言 , 都 是 适用 的 ,并 且 具 有 重要 意义 . 对 线性 时 间 
序列 来 说 , 宽 平稳 序列 起 着 重要 作用 ,而 对 非 线 性 时 间 序 列 来 说 ,我 们 将 
更 注重 于 平稳 序列 的 讨论 . 
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相互 独立 且 具 有 相同 分 布 的 随机 变量 序列 是 一 类 非常 特殊 的 时 间 序 
列 . 它 在 时 间 序列 分 析 中 占有 非常 重要 的 地 位 . 对 此 类 序列 还 常 假定 为 零 
均值 和 有 穷 方 差 ,在 本 书 中 我 们 称 之 为 白 噪声 序列 ,常用 {&} 表 示 之 . 白 
噪声 序列 是 一 种 概率 结构 十 分 简单 的 平稳 序列 . 许多 重要 的 、 有 用 的 时 间 
序列 是 由 此 类 序列 变换 而 来 的 . 本 节 将 要 讨论 的 线性 序列 就 与 白 噪声 序 


列 有 密切 关系 . 
定义 1.2.1 如 果 随 机 序列 {z'} 可 表 为 
n= DBE G.2.1) 
其 中 系数 序列 {B} 满 足 j 
Saco, (1.2.2) 
而 fe) 是 白 噪 声 序列 ,满足 。 


Ee, = 0, Ee =a? < œ, a. 2.3) 


$1.2 线性 时 间 序 列 5 


则 称 {z,} 为 线性 序列 ,又 称 (1.2. 1) 式 为 {e} 的 无 穷 滑 动 平均 . 
关于 线性 序列 的 研究 ,已 有 很 丰富 的 文献 ,如 文献 [16]`[20].[57]、 
f125].[133].[135] 等 . 在 线性 序列 中 ,应 用 最 广泛 的 是 线性 自 回归 滑动 
平均 (Linear Autoregression and Moving Average) 序 列 , 其 定义 如 下 : 
定义 1.2.2 假定 时 间 序 列 {z,} 由 如 下 随机 差分 方程 所 确定 : 
Li = Akra H + Ppap HE — Oe 一 人 一 bs- C1. 2. 4) 
其 中 {s } 为 白 噪 声 序列 ,满足 (1. 2.3) 式 , 且 e 与 {xz,,s<t) 相 互 独立 , 实 系 
a Cn 使 得 多 项 式 
Oz) = 1 = pz — + pz £0. dzl <1, (2.5) 
Oz) =1— bz — ++ — 02" #0. [21 <1, a. 2.6) 
且 Yz) 与 0(z) 互 质 ,多 0 天 0, 则 称 {z} 为 服从 ( 记 ,9) 阶 的 线性 自 回 归 滑 动 
平均 模型 , 记 为 LARMA (p,q) 模 型 ,p RRA. 2. 4) 式 中 自 回归 部 分 的 阶 
数 ,4 表示 滑动 平均 部 分 的 阶 数 . 也 称 {z,) 为 LARMA(p,9q) 序 列 . 
关于 LARMA(p,gq) 序 列 有 如 下 的 表示 方式 和 性 质 ; 
定理 1.2.3 设 {x,}) 是 满足 (1.2.4) 式 的 LARMA(p,q) 序 列 , 则 有 
A) {xz} 是 模型 (1. 2. 4) 的 唯一 的 平稳 解 . 且 


x= Swe 31 Po= ds (1.2.7) 
其 中 系数 序列 {y,} 满 足 
(Zejo ==), (1.2.8) 
并 存在 常数 c>0 和 0<p<1, 使 得 
lyi Sce GS; a. 2.9) 
(2) {z} 是 宽 平 稳 序列 , 且 有 谱 密度 
a | Ae") |? 
ID = 于 | he) (1.2.10) 


(3) & 可 唯一 地 表 为 


& = rae it = l, (1.2.11) 
其 中 系数 序列 {x, 满足 
(Dr jpo =z). (1.2.12) 


70 


并 存在 常数 < >0 和 0<p <<1. 使 得 
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læ] <e GS o). (1. 2. 13) 

由 以 上 性 质 可 知 ,LARMA 序列 是 一 类 特殊 的 线性 序列 . 关于 LAR- 
MA 序列 的 研究 ,已 有 非常 丰富 的 文献 可 参考 (如 文献 [16]、[58] 等 ). 

迄今 为 止 ,LARMA 模型 不 仅 是 时 间 序 列 分 析 中 研究 最 多 的 ,也 是 
应 用 最 为 广泛 的 . 其 原因 在 于 ,研究 LARMA 模型 的 概率 结构 ,统计 的 理 
论 和 方法 ,有 比较 成 熟 的 数学 和 概率 论 工具 可 使 用 . 从 计算 角度 考虑 , 根 
据 实际 数据 建立 LARMA 模型 的 统计 方法 ,也 比较 容易 实现 ,并 有 许多 
软件 可 供 使 用 . 因此 ,LARMA 模型 在 许多 领域 被 普遍 使 用 . 

但 是 ,由 于 LARMA 序列 是 一 种 线性 序列 ,关于 它 的 结构 特征 和 建 
模 方法 的 研究 ,主要 是 与 其 自 协 方差 函数 有 关 , 因 此 ,用 LARMA 模型 的 
研究 方法 难于 揭示 二 阶 矩 结构 以 外 的 结构 信息 . 而 在 实际 应 用 中 ,又 不 断 
地 提出 分 析 实 际 数据 中 存在 着 比 线性 结构 更 丰富 的 信息 的 要 求 . 这 就 刺 
激 了 对 非 线性 时 间 序 列 的 研究 . 


$1.3 非 线 性 时 间 序 列 


简单 地 说 ,凡是 不 能 表示 成 (1. 2. 1) 式 的 线性 序列 形式 的 时 间 序 列 ， 
都 是 非 线性 时 间 序 列 . 这 样 定义 非 线性 时 间 序 列 太 泛泛 了 . 实际 上 ,在 非 
线性 时 间 序 列 的 分 析 中 ,我 们 主要 研究 平稳 非 线 性 序列 . 

对 于 非 线性 时 间 序 列 的 研究 ,大 致 可 分 为 两 种 方法 . 一 种 是 研究 一 般 
平稳 非 线性 序列 . 它 又 有 时 域 方法 和 频 域 方法 之 分 . 以 下 分 别 举 例 说 明 
Zs 

高 阶 矩 描述 方法 就 是 一 种 时 域 方 法 . 它 是 通过 引进 序列 的 高 阶 矩 来 
刻 划 其 结构 特征 的 . 例如 ,引入 三 阶 和 抢 函 数 ， 

Ney = Ela — pn — T+; — A) 
(一 0, 士 1,…)， (1.3.1) 
Het p= Ex, 连同 序列 的 自 协 方差 函数 7, 则 描述 了 序列 一 至 三 阶 甜 的 
相依 结构 . 类 似 地 ,可 以 考虑 比 三 阶 和 矩 更 高 的 矩 函 数 . 在 实际 中 ,一 般 只 考 
虑 到 有 限 阶 的 矩 函 数 . 因此 ,它们 都 只 是 序列 的 部 分 结构 信息 . 况且 ,由 于 
计算 的 困难 ,也 不 能 考虑 太 高 的 矩 函数 . 

高 阶 谱 描述 方法 是 与 高 阶 矩 描述 方法 等 价 的 ,是 一 种 频 域 方法 . 它 是 
借助 于 高 阶 矩 的 谱 表示 ,引进 高 阶 谱 的 概念 . 例如 ,与 三 阶 和 矩 函数 相应 地 
有 如 下 表达 式 : 


8$1.3_ 非 线性 时 间 序 列 -7° 


7,, = f f; (2m) explikà + ijw}F(dà,dw), (1.3. 2) 


其 中 (4,w) 为 序列 的 双 谱 . 正如 平稳 序列 的 谱 函 数 与 其 自 协 方差 函数 有 
相互 对 应 关系 (1. 1. 2) 一 样 ,(1. 3. DREA T HRMS MiB 
关系 . 本 书 将 不 详细 介绍 这 一 描述 方法 . 读者 可 参阅 文献 [19]. 
Volterra 展开 方法 是 将 平稳 序列 {zx,} 展 成 如 下 形式 的 求 和 项 : 
=a 十 Sey a Sl ae 


1 jeo 


十 DD jane Erk bets 

式 中 {e} 为 白 噪 声 序列 . 它 也 属于 时 域 方法 . 显然 , (1. 3. 3) 式 是 线性 序列 
(1. 2.1) 的 直接 推广 .但 是 ,无 论 是 在 理论 研究 方面 还 是 在 应 用 方面 ,都 只 
能 考虑 (1. 3, 3) 式 中 的 前 有 限 项 求 和 ,以 此 做 为 x, 的 近似 展开 . 与 前 述 的 
高 阶 谱 和 高 阶 矩 方法 相似 ,这 种 近似 展开 也 只 能 描述 序列 的 部 分 结构 信 
E. 而且, 即使 考虑 到 三 阶 项 ase,-se_je,_4 的 求 和 项 为 止 ,在 实际 应 用 中 
也 是 非常 难以 处 理 的 . 本 书 也 不 详细 介绍 此 方法 . 

研究 非 线 性 时 间 序 列 的 另 一 种 方法 是 模型 分 析 法 . 模型 的 形式 是 多 
种 多 样 的 ,我 们 先 讨论 熟知 的 LARMA 模型 的 推广 模型 . 

考虑 如 下 非 线 性 ARMA (p,q) 模 型 (Nonlinear ARMA (p,q)) 

Ly = Pl Eiir Le p Er Eri o*t o Erg) > (1. 3. 4) 

其 中 {e } 为 白 噪 声 序列 , 且 s 与 {z,ys< 引 相互 独立 . 模型 (1. 3. 4) 简 记 为 
NLARMA (p,q) BEAD. 必须 注意 , (1. 3. 4) 式 做 为 (1. 2. 4) 式 所 描述 的 
LARMA(p,q) 模 型 的 推广 有 两 种 情况 . 一 种 情况 是 :(1. 3. 4) 式 中 的 函数 
乡 为 给 定 的 非 线 性 函数 , 且 仅 依赖 于 有 限 个 参数 . 我 们 称 这 类 模型 为 非 线 
性 参数 模型 ,例如 ， 


《1.3.3) 


Zi 一 az + Bre F ee, (1.3.5) 
其 中 {&,) 为 白 噪声 序列 ,a 和 B 为 未 知 参数 . 模型 (1. 3. 5) 属 于 本 书 将 要 讨 
论 的 一 类 非 线性 时 间 序 列 模型 一 一 双 线 性 模型 . 另 一 种 情况 是 (1. 3. 4) 式 
中 的 函数 y, 是 非 参 数 型 的 非 线性 函数 . 注意 , (1. 2. 4) 式 中 的 平稳 序列 
{z} 不 仅 是 线性 的 ,而 且 模型 还 是 有 限 参数 模型 . 但 是 ,NLARMA 模型 
(1. 3.4) 既 可 为 参数 模型 ,也 可 为 非 参 数 模型 . 对 一 般 的 NLARMA 模型 
(1. 3.4) 的 理论 研究 是 非常 困难 的 ,文献 中 代 之 以 研究 模型 (1. 3. 4) 的 一 
些 特殊 类 型 . 
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首先 , (1. 3.4) 式 的 一 种 最 简单 也 是 最 重要 的 特殊 类 型 是 如 下 的 非 线 
+E 8 IA (Nonlinear Autoregression) 模 型 ; 
T= PX 9% Dip) + Ere (1. 3.6) 
Hep pÈ R 到 R' 的 可 测 函 数 ,{e} 是 白 噪声 序列 ,满足 条 件 : 
Ee, = 0,Ee = 0 < œ, 6 与 {z's 二 t} 相互 独立 。 (1.3.7) 
户 称 为 模型 (1. 3. 6) 的 阶 数 . 模型 (1. 3. 6) 简 记 为 NLAR(p) 模 型 . 
模型 (1. 3. 6) 的 特殊 情形 是 如 下 线性 自 回归 (Linear 
Autoregression ) 模 型 ; 
T= ALi H H Pi- F Er (1. 3.8) 
式 中 (es} 为 白 噪声 序列 ,满足 条 件 (1. 3. DR RAR pp 满足 条 件 
(1. 2.5) 式 . 模型 (1. 3. 8) 简 记 为 LAR(p) 模 型 . 注意 ,(1. 3. 8) 式 是 (1. 2. 
4) 式 中 g=0 的 特殊 情况 . 而 (1. 3. 6) 式 作为 (1. 3. 8) 式 的 推广 还 包含 了 向 
非 参数 模型 的 推广 . 在 文献 中 ,为 了 更 深入 地 研究 NLAR 模型 (1. 3. 6)， 
主要 是 对 非 线性 函数 8 的 各 种 特殊 类 型 分 别 进行 研究 . 这 也 是 本 书 的 主 
要 研究 内 容 . 
比 (1. 3.6) 式 更 复杂 一 点 的 非 线 性 模型 是 
Ke = CH 90 Trp) E ESCL 9 88 Lip) s (1. 3.9) 
P pH s 都 是 R? 到 R!' 的 可 测 函数 , 且 * 是 处 处 为 正 的 . {s} 是 白 噪声 
序列 ,满足 条 件 (1. 3.7) 式 . 显然 , 当 s(z,-1,…，,z,_,) 等 于 常数 时 ,(1. 3.9) 
式 便 退 化 为 (1. 3. 6) 式 . AP PCr erp) WARE BY, AD 
(1. 3.9) 与 LAR(p) 模 型 (1. 3.8) 有 着 更 密切 的 联系 . 
FEA. 3. 9) 式 更 复杂 些 的 非 线性 模型 是 
Ze = App 9 Zip) H ST Lin pvr) 9 (1. 3. 10) 
其 中 s 是 RUR R 的 可 测 函 数 ,p 和 {e} 如 (1. 3. 9) 式 所 假定 . 或 更 一 般 
地 为 


Li = PKT Tips) 9 (1. 3.11) 
HP pÈ RUR) R 的 可 测 函 数 ,{e} 的 假定 同 (1. 3. DR. 
显然 ,(1. 3. 11) 式 为 LAR(p) 模 型 (1. 3.8) 的 最 一 般 的 推广 . 一 般 说 
来 , 越 一 般 的 模型 越 难 深入 研究 . 研究 形 如 (1. 3. 11) 式 的 NLAR 模型 已 
经 非常 困难 了 ,本 书 将 很 少 讨论 此 种 模型 . 
在 研究 LARMA 模型 时 ,很 容易 验证 (1. 2. 4) 式 有 平稳 解 的 条 件 , 即 
(1. 2.5) 式 ,并 给 出 (1. 2. 4) 式 的 平稳 解 的 表达 式 (1. 2.7) 式 .但 是 ,在 研究 
NLARMA 模型 (1. 3. 4) 时 ,讨论 其 有 平稳 解 的 条 件 , 比 线性 情况 要 困难 


$1.4 平稳 序列 的 预报 及 新 息 序列 的 假定 ig 


得 多 ,所 使 用 的 理论 与 方法 也 有 很 多 实质 性 的 差异 . 在 以 后 的 章节 中 ,我 
们 将 看 到 ,一 般 状 态 空 间 马 尔 科 夫 链 ( 以 下 简称 马 氏 链 ) 的 理论 与 方法 ,在 
研究 形 如 (1. 3. 6)、(1. 3. 9) 等 式 的 NLAR 模型 的 平稳 解 .遍历 性 时 起 着 
重要 的 作用 . 

在 LARMA 模型 中 , 当 p=0 时 ,(1. 2. 4) 式 成 为 g 阶 线性 滑动 平均 
(Linear Moving Average) 模 型 , 简 记 为 LMA(g) 模 型 , 即 


六 一 日 一 0e 一 … 一 0e-v (1. 3.12) 
易 见 由 (1. 3. 12) 式 所 确定 的 {z,} 是 平稳 序列 . 此 模型 的 非 线性 推广 为 
Zz) = PCE Ep sE) (1.3.13) 


其 中 少 为 R 到 R 的 可 测 函 数 ,{s }) 为 白 噪 声 序列 , 它 同 样 既 可 为 参数 
模型 ,也 可 为 非 参 数 模型 . 显然 ,由 (1. 3. 13) 式 所 确定 的 {zx,} 是 平稳 序列 . 
它 与 Volterra 展 式 (1. 3. 3) 相 似 ,在 研究 其 平稳 性 、 遍 历 性 方面 并 无 困 
难 .但 是 ,对 其 进行 统计 分 析 却 很 困难 , 远 不 如 LMA (gq) 模型 (1. 3. 12) 那 
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在 本 节 里 ,我 们 从 预报 的 观点 分 析 时 间 序 列 的 线性 性 与 非 线 性 性 ,并 
对 预报 误差 序列 的 各 种 不 同 假定 加 以 讨论 . 为 此 ,我 们 考虑 具有 有 穷 方 差 
的 平稳 序列 , 依 性 质 1. 1. 4 知 其 还 是 宽 平稳 序列 . 由 于 此 类 序列 的 均值 为 
常数 , 故 不 妨 只 讨论 零 均 值 的 情况 . 
Ba) HOF FI Ex, = 0, Ex? Coo, 根据 时 间 序 列 {z,} 的 历史 观测 
值 z,,z, 1,…, 对 未 来 时 刻 十 &(A 之 0) 时 的 取 值 x,4 进 行 估计 , 称 之 为 时 
间 序 列 的 预报 ,所 得 的 估计 值 记 为 x,.4, 称 为 x,.4 的 预报 值 或 {zx} 的 让步 
预报 值 . 4 k=l 时 , 称 为 一 步 预 报 .文献 中 有 许多 不 同 的 预报 方法 ,我 们 
在 这 里 主要 讨论 两 种 预报 方法 :一 种 是 条 件 期 望 的 预报 方法 , 即 对 给 定 的 
ovz_iy…y 以 xi 的 条 件 均值 
BL) = Earp zs re} (1.4.1) 
作为 x, 的 预报 . 
另 一 种 是 线性 投影 方法 , 即 寻 找 以 下 极 值 问题 的 极 小 化 解 : 
inf Ez 一 Dc) (1.4.2) 


为 叙述 方便 ,将 (1. 4. 2) 式 的 极 小 化 解 表示 为 
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= Bl (1.4.3) 

以 下 随机 序列 称 为 预报 误差 序列 : 
e= x, — zl), (1.4.4) 
ef = T, — zl). (1.4.5) 


在 文献 中 ,预报 误差 序列 {e} 和 {er } 又 称 为 新 息 序列 , 为 了 区 别 (1. 4.4) 
和 (1, 4. 5) 两 式 所 确定 的 预报 误差 序列 ,我 们 称 {er } 为 投影 新 息 序列 . 以 
下 性 质 在 时 间 序列 分 析 中 是 熟知 的 . 

性 质 1.4.1 设 iz,} 是 平稳 序列 ，Ez,==0,Ez?< 吕 , 则 有 

D leier } 都 是 零 均 值 的 平稳 序列 ,具有 有 限 方差， 

(2) Efe, \£i-1 92-29%} =0,8. 8. 3 


(3) 对 任何 & 之 1 和 实数 c，(j 二 1,2,…,k), 有 
Ele; . Dear }= 0; 


W Elasar 1 (DYEE{z nA); 

(5) Efri 2-11) PSE fr, — Fay pti) Ss 
其 中 是 任意 可 测 函 数 . 

性 质 1.4. 1 中 的 (2) 表 明 {e.} 是 靳 差 序列 . (3) 表 明 e H airt 
的 任何 线性 组 合 都 不 相关 . (4) 表 明 条 件 均 值 预报 比 投影 预报 的 误差 方差 
小 ,也 可 以 说 ,前 者 比 后 者 好 .(5) 表 明 条 件 均值 预报 的 误差 方差 比 任何 其 
他 预报 的 误差 方差 都 小 . 如 果 以 预报 误差 方差 的 大 小 作为 评判 预报 优 劣 
的 准则 ,那么 条 件 均 值 预报 是 最 好 的 预报 . 

利用 平稳 序列 的 预报 概念 ,可 以 给 出 平稳 序列 线性 性 的 另 一 种 定义 ， 
即 当 z-;(1)= 二 (1) 时 , 称 相应 的 平稳 序列 为 预报 线性 序列 , 一 般 说 来 ， 
平稳 序列 的 两 种 预报 并 不 相同 , 即 z_,(1) 尖 xz-,(1). 但 是 ,容易 验证 , 满 
足 (1. 2. 1) 式 的 线性 序列 必 有 过-, D=). 从 而 根据 (1. 2.7) 式 知 ， 
LARMA 序列 也 是 预报 线性 序列 . 此 外 ,不 难 验 证 ,平稳 正 态 序列 也 是 预 
报 线性 序列 . 

现 举 一 例 说 明 z,1(1) 隆 xz.1(1) 是 可 能 的 . 

例 1.4.2 考虑 如 下 平稳 随机 序列 : 


2 一 6 十 Feie (1. 4. 6) 


其 中 {&} 是 正 态 白 噪声 序列 ,Ee, 一 0,Ee? 一 1. 易 见 ,(1.4.6) 式 所 确定 的 平 
稳 序列 {z,} 满 足 
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从 而 {z'} 是 宽 平 稳 的 , Hb. LHL k>, 


、 1 
Exx, = Efe 十 主人- 1&2] 
1 
X [Gert gerits) = 05 


故 z(= 0， q 


7 a 所 
E(x, — ia DP = Ex? = z. 


为 了 说 明 ra ME C1) RMR ERER r- OOR, REEE 


2 
2 人 一 Jrz) el. 


= Ele, + Be 1&-2 一 Ha 1 十 Be 261 | 
aera i 
x [e + genta] | 
3 (1)? 1 | < 82 
=1+4|a) +3795) <a 
= E(x, — ze1(1)}. 
利用 性 质 1. 4. 1 中 的 (4) 和 (5), 有 
2 
E(x, — (DP B{x, = la, iZi: 
< Eir, — 2,0}. 
从 而 可 知 
a0) #20). 
如 若 不 然 , 必 有 
E(x, — MDP = E{z,— 27)", 


此 式 与 前 式 相 矛 盾 ! 

现在 讨论 平稳 序列 的 新 息 序列 (e,} 的 方差 的 性 质 . 根据 性 质 1. 4. 1 
中 的 (2) 知 , 若 以 条 件 期 望 方法 给 出 平稳 序列 的 一 步 预 报 , 则 预报 误差 序 
列 {e,} 是 鞠 差 序列 , 且 是 平稳 的 . 根据 性 质 1. 4. 1 中 的 (4) 和 (5) 知 ,误差 e 
的 方差 具有 相对 较 小 的 性 质 .但 是 ,预报 误差 “ 的 条 件 方差 
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D = Efe? |ts} (1. 4.7) 
更 精细 地 刻 划 了 一 步 预报 误差 方差 与 平稳 序列 的 历史 值 间 的 联系 . — 
说 来 ,条 件 方差 o2_1(1) 是 zx,.1,z,。… 的 可 测 函 数 . 只 在 某 些 特 殊 情 况 下 ， 
1(1) 才 取 常 数值 ,而 与 x 1,z-，,… 无 关 , 即 
Ef{e|z Tm..2"} =O. (1.4.8) 
根据 以 上 的 讨论 ,新 息 序列 {e,} 被 假定 为 平稳 拷 差 序列 是 最 合理 的 . 但 
是 ,在 时 间 序 列 分 析 的 较 早 的 文献 中 , {e.} 被 假定 为 白 噪声 序列 . 在 较 近 
代 的 文献 中 ,又 被 较 弱 的 条 件 所 代替 , 即 假定 {e,} 为 平稳 著 差 序列 ,并 且 
(1.4.8) 式 成 立 . 这 些 关 于 新 息 序列 的 假定 都 较 前 述 的 平稳 鞭 差 序列 的 假 
定 带 有 较 强 的 限制 . 这 些 较 强 的 假定 ,对 时 间 序 列 分 析 的 理论 研究 带 来 了 
很 多 方便 .但 是 ,它们 却 缩小 了 许多 有 用 模型 的 应 用 背景 . 
在 研究 非 线性 时 间 序 列 时 ,我 们 发 现 ,上 述 关于 新 息 序 列 的 不 同 假 
定 ,不 仅 在 理论 与 应 用 方面 起 着 不 同 的 作用 ,而 且 不 同 的 新 息 序列 的 假定 
还 导致 不 同 的 非 线性 序列 的 模型 结构 ,也 使 时 间 序列 的 线性 性 有 不 同 的 
含义 . 这 些 内 容 在 本 书 中 将 进行 详细 讨论 . 
最 后 ,我们 简单 讨论 一 下 投影 新 息 序列 {e" } 的 正 交 性 质 . 根据 投影 性 
质 或 性 质 1. 4. 1 中 的 (1) 和 (3) 可 知 
Ee; = 0, Eerer =0 (人 天 3). (1.4.9) 
从 而 {e” } 为 正 交 序 列 .或 者 说 ,对 于 Ate 与 e” 是 一 对 不 相关 的 随机 
变量 . 显然 ,新 息 序 列 {e,} 在 前 面 几 种 不 同 的 假定 下 ,都 是 正 交 序列 , 也 就 
是 说 ,把 预报 误差 序列 假定 为 正 交 序 列 属 更 弱 的 假定 . 对 于 平稳 正 态 序 
列 ,根据 正 态 随机 变量 的 独立 性 与 正 交 性 的 等 价 性 ,其 新 息 序列 总 是 白 品 
声 序列 . 所 以 ,在 平稳 正 态 序列 情况 下 ,以 上 所 提 到 的 各 种 不 同 的 有 关 新 
息 序 列 的 假定 都 是 等 价 的 . 
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在 $1.4 中 ,如 果 (1.4.1) 式 的 一 步 预报 只 依赖 于 有 限 的 历史 值 
| 
TNAD= Eka, {ai tia} 
= E (ahtis? (1.5.1) 
a © ee er 


联合 (1.4.4) 式 ,有 
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Li = PCD 1 oT) + es (1.5.2) 
SPR BFS e) HE BRE PA. (1. 5. 2) 式 在 形式 上 与 NLAR(p) 模 
型 (1. 3. 6) 式 相同 . 但 在 (1. 3. 6) 式 中 ,{e'} 被 假定 为 白 噪声 序列 . 这 种 假 
定 的 不 同 将 导致 不 同 的 模型 结构 ,以 及 不 同 的 非 线性 自 回 归 模型 的 定义 . 
详细 讨论 将 在 第 3.4 章 中 进行 . 在 这 一 节 里 ,我 们 仍 旨 在 浅 释 线 性 与 非 线 
性 时 间 序 列 的 异同 . 为 此 ,以 下 暂时 只 讨论 {e,} 为 白 噪声 序列 的 情况 ,并 
且 在 这 里 我 们 仅 讨论 一 阶 NLAR 模型 , 即 


T= HIT) + &. (1.5.3) 
4 (1. 5. 3) 式 中 的 函数 ”为 线性 函数 
T= Pri HE (1.5.4) 


时 ,相应 的 平稳 可 逆 性 条 件 为 
lpi << 1. (1.5.5) 
反复 使 用 (1. 5. 4) 式 的 迭代 关系 ,可 得 到 
LE E + Pri = + Br + pz- 
Soo e+ R to + PE + A T 
利用 条 件 (1. 5. DH 


9Gr Ti 一 0 C4 n— oo), 


(1. 5. 6) 


B+ eit: “tp. Dee, G4 n —> co), 
以 上 两 式 的 收敛 以 概率 为 1 地 成 立 ， .从 而 ， 由 (1. 5. 6) 式 得 到 
= See. ie (1.5.7) 


上 式 给 出 了 模型 (1. 5. 4) 的 平稳 解 的 表达 式 . 

但 是 ,讨论 非 线性 自 回 归 模 型 (1. 5. 3) 的 平稳 性 条 件 以 及 求 其 平稳 
解 ,要 比 线性 自 回归 模型 (1. 5. 4) 困 难得 多 . 在 假定 {e } 为 白 噪 声 序 列 时 ， 
从 递 推 关系 式 (1. 5. 6) 不 难看 出 , (1. 5. 4) 式 有 平稳 解 的 充分 必要 条 件 是 
(1.5.5) 式 成 立 . 对 非 线 性 自 回 归 模 型 (1. 5. 3) 迄 今 还 未 得 到 其 有 平稳 解 
的 充分 必要 条 件 . 即使 只 考虑 其 充分 条 件 , 也 并 不 容易 . 为 了 说 明 非 线性 
自 回 归 模 型 和 线性 自 回 归 模 型 的 联系 ,我 们 要 讨论 一 种 较 容易 验证 的 充 
分 条 件 . 

首先 注意 ,从 (1. 5. 4) 式 到 (1. 5. 6) 式 ,又 从 (1. 5. 6) 式 得 到 (1. 5.7) 式 
的 推导 方法 ,可 以 称 为 向 后 递 推 法 . 这 一 方法 在 非 线 性 情况 下 并 不 是 总 能 
仿效 的 . 这 是 因为 ,利用 形 如 (1. 5. 3) 式 的 递 推 关系 式 不 能 得 出 类 似 于 
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(1. 5.6) 式 的 显 式 递 推 关 系 式 , 而 需要 代 之 以 隐 式 表达 式 : 
T= Ar) + & 
= PAu) +e) HE 
=e (1. 5. 8) 
= RAG MWA T-n) 
+ Gantt) 十 6-orz)…) + E) + E) 十 6 
我 们 很 难 找到 (1. 5. 8) 有 极限 的 充分 必要 条 件 , 更 难 找到 极限 的 表达 式 . 
以 下 我 们 来 证 明 :如 果 假 定 非 线 性 函数 gC + ) 满 足 
g0) = 0, 


lea — Ayi plz 一 y| (对 一 切 z,yE R'), ee 
其 中 实数 p 满足 O<p<1, MWC. 5. 3) 式 有 平稳 解 . 
在 (1.5.8) 式 中 用 零 值 代替 zo FA: 
0 (1.5.10) 


F Erni) E Ern) t) E Ea) 十 ey 
这 样 我 们 便 得 到 一 串 随机 变量 序列 {6.,}. 于 是 ,要 证 明 在 条 件 (1. 5. 9) 
下 ,(1. 5. 3) 式 有 平稳 解 ,只 需 证 明 在 条 件 (1. 5.9) 下 , 当 wn 一 oo 时 ,各 ,有 极 
限 , 且 此 极限 恰好 是 (1. 5. 3) 式 的 解 . 为 此 引入 如 下 记号 : 

有 
由 (1.5. 10) 式 知 , 上 式 右 端 表示 从 z-,=0 出 发 ,利用 (1. 5. 3) 式 向 后 递 
推 ” 次 后 的 值 . 设 n>m, AAA. 5.9) 式 和 (1.5. 10) 式 ,有 

lên — Emal = [PEs red H em PE area) = E 


SOE ae — Fate 
反复 利用 (1. 5. 9) 式 ,完全 相同 于 以 上 推导 ,得 
VE nr — Emel SOF tee — Fete l 
<u 


SO Ea — unrtl 

SO PEt) F Emt — Ent 

= P RKE, mum) — KO) | 

SP" A 

= P KE mim) HF Em | 

SO" Eel H Plimna l? 

SP lenll + Pleni bo + "enl} 
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SD lem | 一 0 CE mo), 


上 式 以 概率 为 1 地 成 立 . MTT CE) PTE. 于 是 {6.,} 以 概率 为 1 地 
有 极限 , 记 为 
X= limé,... (1.5.11) 
由 (1.5.3) 式 和 (1.5.10) 式 知 : 
Ena = PE) + E 
再 由 (1. 5. 11) 式 有 
z= HT) + Er 
这 就 意味 着 {z,} 是 (1. 5. 3) 的 解 . 再 由 {各 ,的 定义 和 {&) 为 白 噪 声 序列 ， 
又 可 证 明 {x,} 为 平稳 序列 . 
容易 验证 (1. 5.4) 式 中 的 线性 函数 kx) 二 qr 满足 (1. 5. 9) 式 .通过 上 
述 讨论 可 以 看 出 ,在 条 件 (1. 5. 9) 下 证 明 (1. 5. 3) 式 有 平稳 解 要 比 线性 情 
况 麻烦 得 多 ,而 且 未 能 给 出 解 的 表达 式 . 虽然 上 述 向 后 递 推 方法 不 难 推广 
到 多 元 时 间 序 列 情况 ,但 是 ,条 件 (1. 5. 9) 式 实 属 较 强 的 限制 ,至 少 它 把 所 
有 不 连续 函数 gp 排除 在 外 . 具有 分 片 连续 函数 的 非 线 性 时 间 序 列 模型 是 
实际 数据 分 析 中 很 有 用 的 一 类 模型 ,例如 第 3 章 中 将 要 讨论 的 门限 自 回 
归 模 型 就 是 这 一 类 模型 . 上 述 方法 不 能 推广 到 此 类 非 线性 时 间 序 列 模型 ， 
因此 ,在 研究 非 线性 自 回 归 模 型 时 ,并 不 着 眼 于 上 述 的 向 后 递 推 方法 ,而 
是 借助 于 一 般 状 态 空间 马 氏 链 的 理论 与 方法 . 这 将 在 第 4 章 中 详细 讨论 ， 
从 线性 自 回 归 模型 到 非 线 性 自 回归 模型 ,在 讨论 上 述 的 推移 方法 时 ， 
还 可 以 从 另 一 角度 展示 它们 的 本 质 差别 . 在 讨论 LAR(1) 模 型 (1. 5.4) 
时 , 它 有 平稳 解 的 充分 必要 条 件 是 (1. 5. 5) 式 成 立 . 而 这 又 是 以 下 线性 差 
分 方程 
y= GD (1.5.12) 
在 零点 稳定 的 充分 必要 条 件 . 在 讨论 NLAR (1) 模 型 (1. 5. 3) 时 , 它 有 平 
稳 解 的 一 个 充分 条 件 是 (1. 5. 9) 式 成 立 . 这 也 是 以 下 非 线性 差分 方程 
w= Ay) (1) (1.5.13) 
在 零点 稳定 的 充分 条 件 . 要 给 出 非 线性 差分 方程 (1. 5. 13) 在 零点 稳定 的 
充分 必要 条 件 是 非常 困难 的 . 由 此 也 可 看 出 非 线 性 自 回归 模型 和 线性 自 
回归 模型 的 差别 之 大 . 虽然 我 们 只 以 一 阶 模型 为 例 说 明 上 述 的 差别 ,但 对 
于 一 般 的 非 线性 自 回归 模型 与 线性 自 回归 模型 也 有 类 似 的 差别 . 实际 上 ， 
NLAR(p) 模 型 (1.5.2) 有 平稳 解 的 条 件 与 相应 的 p 阶 非 线性 差分 方程 
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Ve = Hy Mp) (1.5. 14) 
密切 相关 . 当 (1. 5. 14) 式 为 线性 差分 方程 时 ,其 稳定 性 的 条 件 不 难 获得 . 
对 于 非 线 性 情况 , 则 非常 困难 . 关于 形 如 (1. 5. 14) 式 的 差分 方程 的 研究 ， 
与 当今 比较 活跃 的 混沌 研究 有 密切 关系 . 为 此 ,我 们 将 在 下 一 章 中 概要 地 
介绍 由 (1. 5. 4) 式 确定 的 离散 动态 系统 的 有 关 概 念 性 知识 . 这 些 内 容 将 作 
为 研究 非 线 性 时 间 序 列 模型 的 概率 结构 的 预备 知识 . 


第 2 章 


在 时 间 序列 分 析 中 , 自 回 归 模型 既是 一 种 带 有 噪声 项 的 离散 动态 系 
统 ,又 是 一 种 带 有 噪声 项 的 随机 差分 方程 . 若 将 噪声 项 用 零 值 代替, 则 导 
出 相应 的 离散 动态 系统 . 实质 上 ,这 是 一 种 非 随机 的 差分 方程 ,而 实际 中 
的 差分 方程 几乎 又 总 难免 介入 或 大 或 小 的 噪声 干扰 项 . 由 此 可 见 , 自 回归 
模型 与 离散 动态 系统 有 着 密切 的 联系 . 线性 自 回 归 模 型 对 应 着 线性 离散 
动态 系统 ,其 结构 特征 较为 简单 ,而 非 线 性 自 回 归 模 型 则 对 应 着 非 线性 离 
散 动态 系统 ,其 结构 特征 的 复杂 程度 是 难以 想象 的 . 到 目前 为 止 ,关于 非 
线性 动态 系统 的 研究 远 未 达到 成 熟 的 程度 . 而 讨论 非 线 性 时 间 序 列 又 不 
能 不 涉及 非 线性 离散 动态 系统 的 概念 . 因此 ,本 章 将 介绍 有 关 的 离散 动态 
系统 的 概念 和 基本 理论 ,作为 以 后 章节 的 预备 知识 . 


$2.1 线性 离散 动态 系统 


本 节 将 简要 介绍 研究 线性 离散 动态 系统 的 主要 方法 和 结果 . 为 行文 
方便 ,以 后 提 及 线性 ( 非 线 性 ) 系 统 时 均 指 线性 ( 非 线 性 ) 离 散 动 态 系统 . 我 
们 先 讨论 一 阶 一 维 线性 系统 ,再 推广 到 一 阶 高 维 线性 系统 . 而 高 阶 一 维 线 
性 系统 可 转化 为 一 阶 高 维 线性 系统 . 

定义 2.1.1 以 下 的 迭代 关系 称 为 一 阶 一 维 线性 条 统 , 即 

Tı =at- Hao (>1); 
lao € R', 
其 中 ae Ma, 为 实 参数 . 

线性 系统 (2. 1. 1) 的 迭代 序列 {zx,,t 宇 0} 是 由 参数 ae Ma, 及 初始 值 

xo 唯一 确定 的 . 它 具 有 如 下 表达 式 : 


T= Ay + A,X.) = Ao + a, (ao + aT) 


(2.1.1) 


= a, + apa, + aiz = 


= ae + ava, + asa? 十 … 十 agai! + aro. (2.1.2) 
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讨论 由 (2.1. 1) 式 产生 的 迭代 序列 {z,,t 宇 0} 的 极限 性 质 ,是 线性 系 
统 (2.1. 1) 的 结构 特征 的 重要 描述 方法 . 容易 验证 如 下 性 质 ， 

性 质 2. 1. 2 对 由 (2.1.1) 式 产生 的 迭代 序列 {x,,: 宇 0}, 有 

O Hla |<1 时 ,对 任何 zxoER':, 有 


limz, 一 = ; 
GD 4 Jay |>1 时 ,对 任何 r€ R', H xo 关 ao/(1 一 a1), 有 
lim |,| = 0, 
且 当 zxo=ao/(1 一 a1) 时 ,有 
= =% 
T, = Xo = = a,’ 
Gii) 4 ww=1, 且 ao 天 0 时 ,对 任何 2 ERA 
lim|z,| = 00; 
(iv) 当 a1=1,ao=0 时 ,对 任何 t 宇 0 和 zc€R', 有 
Ti = Tos 
Cv) 4 a 二 一 1, 对 任何 zo€ R WR xo Aao/ 2 Wt FECA] A>, 
Ta- = Ay — Tos +2 = To; 
如 果 zs=ao/2, 则 对 任何 :之 0, 有 
Ti = To. 


利用 性 质 2. 1. 2, 我 们 可 对 线性 系统 (2. 1. 1) 作 如 下 初步 分 类 : 

定义 2.1.3 对 线性 系统 (2. 1. 1)， 

G) 当 |al<1 时 , 称 其 为 稳定 的 线性 条 统 ; 

GD 4 la |>1 且 ao 考 0, 或 a 二 1 H ao 才 0 时, 称 其 为 发 散 的 线性 条 


Gii) 当 w=1 且 ao=0 时 , 称 其 为 不 变 线 性 条 统 ; 

(iv) 当 w= 一 1 时 , 称 其 为 非 稳定 的 周期 振荡 系统 . 

将 以 上 讨论 推广 到 一 阶 高 维 线性 系统 时 ,是 没有 实质 性 困难 的 . 所 不 
同 的 是 ,必须 利用 矩阵 和 向 量 运算 . 又 由 于 高 维 向 量 中 的 不 同 分 量 可 以 属 
于 不 同 的 分 类 ,使 分 类 情况 更 为 复杂 . 本 节 的 目的 仅 在 于 通过 回顾 线性 系 
统 的 理论 ,以 便于 对 比 和 了 解 非 线性 系统 中 的 新 概念 和 新 的 描述 方法 . 
此 ,我 们 不 去 仔细 地 讨论 向 量 情形 的 分 类 问题 ,而 仅 给 出 其 定义 和 稳定 性 

定义 2.1.4 以 下 适 代 关系 称 为 一 阶 m BREAK: 
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ix, = Ax, +a (21); 
lx ER, 
其 中 4 为 m 阶 方 阵 .a 为 m 维 向 量 . 
一 阶 一 维 线性 系统 (2. 1. 1) 的 另 一 种 推广 是 p 阶 一 维 线性 系统 . 
定义 2.1.5 以 下 和 迭代 关系 称 为 户 阶 一 维 线性 条 统 : 


(2.1.3) 


T =a tar yb bat, CSD 
ee aby Miia EDs (2.1.4) 
HP aaia, 为 实 系数 jzoyz erp WPA. 
Şi Xy = (Leo Tepo 9 Le po 
a = (440,950) 
fa az @,-1 ay) 
| Om 0 o| 
aie : o|: (2.1.5) 
bp eae? 4 ae 
于 是 (2. 1. 4) 式 等 价 于 如 下 的 一 阶 p 维 线性 系统 : 
(x, = Ax, +a QÈ); 
(2.1.6) 


Ve. ER. 
比较 (2. 1. 6) 式 与 (2.1. 3) 式 ,其 表示 完全 相同 ,而 差别 在 于 前 者 的 a 和 方 
阵 4 具有 一 定 的 特殊 形式 .总 之 ,研究 p 阶 一 维 线性 系统 ,可 转化 为 研究 
一 阶 p 维 线性 系统 . 
依照 完全 类 似 的 技巧 ,一 个 p Bit m 维 线性 系统 ,可 化 为 一 个 等 价 的 
一 阶 pm 维 线性 系统 . 总 之 ,任意 有 穷 阶 有 限 维 的 线性 系统 都 可 转化 为 一 
阶 高 维 线性 系统 . 因此 ,以 下 我 们 主要 讨论 一 阶 m 维 线性 系统 的 结构 性 
质 . 
在 (2.1.3) 式 两 端 同 乘 一 满 秩 方 阵 卫 ,有 
Px,= PAx,., + Pa 
= PAP-'Px, ,+ Pa. 
jax=Px,, a=Pa, A=PAP', WERA 
x, = Ax,_, +4; 
la. € R". 
根据 矩阵 知识 ,存在 一 个 满 秩 方 阵 P, 使 方 阵 气 具有 如 下 约 当 标准 形式 : 


(2.1.7) 
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J 0 
p J, 
A= ; 
0 J 
其 中 
{A 1 0 
a A 
w= eo EP 
0 A 


HF a HEAR AYRE AAR See ,J 的 阶 数 分 成 如 下 分 块 向 量 : 
a= (8i ,a a), 

其 中 a 的 维 数 与 的 阶 数 相同 . 类 似 地 ,也 将 x 写成 相应 的 分 块 向 量 : 
i= (Kh a)". 


于 是 (2. 1.7) 式 可 写 为 


xu) [D 0) (Frai a, 
x Jy Koy a 
"|= A a F. (2.1.8) 
Xs 0 Te a, 


这 样 ,(2. 1. 8) 式 成 为 :个 相互 分 离 的 一 阶 线性 系统 , 即 
Kn=JeXi ta (k=1,2, ss). 


对 于 不 同 的 4 值 ,7 的 阶 数 可 能 不 同 . 但 它们 都 具有 如 下 形式 : 


人 
(2.1.9) 

xX ER’, 
其 中 J 为 7 阶 约 当 和 矩阵 : 

| 1 0 

和 
J= Tap 
lo i 


由 此 可 见 ,为 了 讨论 一 阶 高 维 线性 系统 (2. 1. 3) 的 结构 性 质 ,只 需 讨论 线 
性 系统 (2. 1. 9) 的 结构 性 质 即 可 . 当 j=1 时 ,(2. 1. 8) 式 即 为 (2. 1. DR. 
而 当 j>2 5 j=2 时 ,在 讨论 中 无 实质 性 差别 . 因此 ,我 们 仅 讨论 7 一 2 的 
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情况 , 当 j=2 时 ,(2.1.9) 式 的 解 的 形式 为 : 
x =at+Jatenr+J'at+ Sx, (2.1.10) 


其 中 


注意 到 


大 让 x ke 


P= 


| (k= 1,2,7), 
0 à G “at 
则 相应 于 (2. 1. 1) 式 的 讨论 不 难 推广 到 (2. 1. 10) 式 .用 7Z 表 示 单 位 矩阵 ， 
其 阶 数 与 J 的 阶 数 相同 . 容易 验证 : 
G) H JAIKI Bt IHEM xE RA 


lima, = (1—J) ‘a; 


GD 4A) > 1 Ht, HEN xo E€ Rx UJ) a H 


lim || x, || =o°, 
二 


RPI ， | 表示 向 量 的 平方 范 数 , 即 对 向 量 u= Cay 9 sup)" 
Null = Clay |? + Jual? vee + Jusl? 
4 x= (J) a it A 
x, =x% = (1 — J) a. 

对 于 性 质 2. 1. 2 中 的 (iii) 至 (v) 的 推广 ,由 于 特征 值 可 以 是 复数 ， 
向 量 a 有 两 个 分 量 , 所 以 其 情况 比 (2. 1. 1) 式 复杂 些 , 可 能 不 止 三 种 情况 . 
但 是 ,分 析 的 方法 是 初等 的 ,我 们 把 它们 留 给 读者 考虑 . 

从 以 上 讨论 可 见 , 有 穷 阶 有 限 维 的 线性 系统 可 转化 为 一 阶 高 维 线性 
系统 , 而 一 阶 高 维 线性 系统 的 结构 特征 首先 被 它 的 参数 矩阵 的 特征 值 和 
约 当 型 所 决定 . 但 这 又 由 每 个 约 当 块 确定 的 特殊 线性 系统 (2. 1. 9) 的 结构 
所 描述 . 如 上 所 述 ,由 线性 系统 (2. 1.9) 和 迭代 产生 的 序列 ,其 极限 特征 与 最 
简单 的 一 阶 一 维 线性 系统 (2.1. 1) 相 比 ,其 复杂 程度 并 不 太 大 . 而 离散 动 
态 系统 的 结构 特征 主要 是 由 迭代 序列 的 各 种 极限 性 质 所 决定 的 . 例如 ,在 
本 章 $ 2. 3 中 将 要 定义 的 离散 动态 系统 的 不 同 的 稳定 性 概念 ,就 是 根据 
不 同 的 收敛 性 质 决定 的 . 然而 ,将 上 述 线性 系统 的 讨论 推广 到 非 线 性 系 
统 , 即 使 是 一 阶 一 维 的 情况 ,不 仅 上 述 的 分 析 方 法 不 能 奏效 ,而 且 其 迭代 
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序列 的 极限 情况 也 复杂 得 多 ,甚至 于 彻底 解决 一 个 简单 的 一 阶 一 维 非 线 
性 系统 的 极限 分 类 问题 ,其 难度 都 是 无 法 估计 的 . 为 此 ,我 们 将 在 下 一 节 
中 简单 地 介绍 一 般 离 散 动态 系统 的 极限 分 类 ,然后 在 $ 2. 3 中 讨论 系统 
的 稳定 性 概念 . 


$2.2 动态 系统 的 吸引 元 和 吸引 域 


在 本 节 中 ,我 们 根据 离散 动态 系统 迭代 序列 的 极限 性 质 , 定 义 两 个 描 
述 离散 动态 系统 结构 特征 的 重要 概念 一 一 吸引 元 和 吸引 域 . 利用 它们 还 
可 以 引入 8 2. 3 中 的 稳定 性 概念 ,以 进一步 描述 离散 动态 系统 . 
首先 ,我 们 给 出 8 2. 1 中 的 线性 系统 (2. 1. 1)、(2.1.3) 和 (2.1.4) 在 
非 线性 情况 下 的 推广 . 这 里 不 再 先 从 推广 (2. 1. 1) 做 起 ,而 是 直接 给 出 
(2. 1.3) 式 的 推广 ,然后 再 给 出 (2. 1. 4) 式 的 推广 ,而 视 (2. 1. 1) 式 为 上 述 
推广 的 特例 . 
定义 2.2.1 ET Ce) =T, TT) A R" A) R” AY 
可 测 变换 . LAF BEAR REAA m 维 动态 系统 : 
jx =T(x,,) 01); 
\x, E€ R". 
在 上 式 中 ,如 果 m 维 变换 T(x) 是 R PHATE D 到 其 自身 的 可 
测 变 换 , 则 (2. 2. 1) 式 应 写 为 : 
x, = T(x) (二 1); 
F €D, 
He DCR". 显然 , 当 D=R” 时 ,系统 (2.2.2) 即 为 (2. 2. 1). 因 此 ,以 下 我 
们 将 不 加 区 别 地 使 用 系统 (2. 2. 1) 和 (2. 2. 2), 视 其 讨论 问题 的 方便 而 定 . 
为 了 不 涉及 更 多 的 数学 领域 ,这 里 只 考虑 D H R” 中 非 降 维 的 凸 子 集 . 
4 T(x) =Axta 时 ,(2.2.1) 式 即 为 线性 系统 (2. 1. 3). 当 4 还 具有 
(2. 1.5) 式 的 形式 , 且 a 二 (ao,0,…,0)' 时 , (2. 2.1) 式 即 为 线性 系统 
(2.1.6). 
定义 2.2.2 REAR’ BR HH MBH. RAI R FR Hp 
元 标量 函数 . UA FATE RRA p t-te ERK: 
jz = Q (Tiis Dp) HDD; 
Cn rs re) ER: 
特别 地 , 当 变 换 9 为 线性 函数 时 , 即 


(2.2.1) 


(2. 2. 2) 


(2. 2. 3) 
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Pay pet stip) = ao F aT Hee + ar ps 
(2. 2.3) 式 即 为 p 阶 一 维 线性 系统 (2. 1. 4). 
为 了 将 (2. 2. 3) 式 写成 (2. 2. 1) 式 的 等 价 形式 ,我 们 令 
X= (ToT -1 
TH) = (P (X) Ero Zrmi 0t Tipa) 
于 是 (2. 2. 3) 式 可 写 为 
je = TO, D) l); 
‘\x, € Re. 
如 同 前 一 节 所 述 ,任何 p Bit m 维 线性 系统 均 可 转化 为 一 阶 pm HERR 
性 系统 . 对 于 非 线 性 系统 可 进行 类 似 的 转化 . 所 以 从 理论 上 说 ,研究 一 阶 
多 维 动态 系统 具有 一 定 的 普遍 意义 . 
在 8$ 2. 1 中 ,线性 系统 (2.1.3) 可 以 用 矩阵 运算 进行 等 价 变换 . 在 本 
节 中 ,对 非 线性 系统 (2. 2. 1) 不 能 再 用 同样 方法 进行 变换 , 类 似 地 ,我们 可 
以 考虑 如 下 变换 : 设 P 是 从 DD 到 太 CR" 的 一 对 一 的 可 逆 变 换 , 记 x= 
P(x), 了 = PTP-' 为 复合 变换 . 于 是 ,(2. 2. 2) 式 等 价 于 
J% = GD 
|x, ED. 
但 是 ,我 们 很 难 找到 一 个 适当 的 变换 了 ,使 得 (2. 2. 5) 式 比 (2. 2. 2) 式 更 简 
单 ,甚至 不 可 能 有 任何 实质 上 的 简化 . 不 过 上 述 变换 可 将 无 界 区 域 忆 转 
化 成 有 界 区 域 万 ,使 得 讨论 (2. 2. 5) 式 中 的 变换 了 的 结构 特征 能 被 限制 
在 有 界 区 域 上 ,例如 单位 圆 到 单位 圆 上 . 
在 8 2. 1 中, 不仅 可 将 (2.1. 3) 式 转化 成 (2. 1. 7) 式 ,而 且 对 (2. 1. 3) 
式 结构 特征 的 讨论 也 可 转化 为 仅 需 讨论 参数 矩阵 4 具有 约 当 型 的 (2. 1. 
9) 式 ,并 有 显 式 解 的 表达 式 (2. 1.10). 但 对 非 线性 系统 (2. 2. 3), 则 既 不 能 
使 等 价 变换 形式 (2. 2. 5) 式 更 简化 ,也 没有 类 似 于 (2. 1. 10) 式 的 解 的 表达 
A. 由 此 可 看 到 线性 系统 与 非 线 性 系统 的 差异 之 大 了 . 
为 了 以 下 讨论 方便 ,我 们 引入 形式 上 的 迭代 序列 记号 如 下 : 
Xo = Talxa), 
x, = T(x.) = T, (x), 
x: = T(x,) 一 TOTCr)) = T: (x0), 


(2. 2.4) 


(2. 2.5) 


x, = T(x, ,) = Tx, 2) = 0 = To), 
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ER TC) RAM xo 出 发 ,用 变换 T 迭代 :上 次 后 的 值 . 
刻 划 动态 系统 (2. 2. 1) 的 结构 特征 的 方法 不 止 一 种 . 将 (2. 2. 1) 式 视 
为 差分 方程 ,如 果 能 够 给 出 (2. 2. 1) 式 的 解 的 表达 式 , 则 将 有 助 于 分 析 动 
态 系统 的 结构 特征 .如 8 2. 1 中 的 线性 情况 即 是 如 此 . 在 非 线性 情况 下 ， 
除了 特殊 变换 了 以 外 , 非 线性 差分 方程 (2. 2. 1) 式 都 没有 显 式 解 的 表达 
式 .动态 系统 (2. 2. 1) 的 结构 特征 主要 是 通过 迭代 序列 {T,(xo)} 表 现 出 
来 . 与 第 1 章 的 自 回归 模型 (1. 3. 6) 式 相 比 较 , 那 里 的 迭代 序列 是 一 个 随 
机 过 程 的 样本 序列 ,也 称 为 样本 轨道 . 动态 系统 (2. 2. 1) 是 一 个 确定 性 的 
差分 方程 , 它 的 一 个 迭代 序列 {z 王 Ti(Cxro),t 过 0} 可 称 为 动态 系统 (2. 2. 1) 
的 一 条 轨道 或 一 次 实现 . 此 时 , 它 是 由 变换 了 和 初始 值 xo 唯一 决定 的 确 
定性 序列 . 用 这 些 不 同 轨道 的 极限 性 质 描述 该 动态 系统 的 结构 是 刻 划 该 
动态 系统 的 第 一 步 ,也 是 很 重要 的 一 步 . 粗略 地 说 ,首先 要 理 清 楚 动态 系 
统 把 不 同 的 初始 状态 xo 最终 运动 到 何 处 . 对 于 线性 系统 ,按照 参数 所 属 
的 区 域 ,从 不 同 的 初始 值 出 发 , 便 可 确定 出 轨道 的 极限 特征 . 在 非 线 性 情 
况 下 , 非 线 性 动态 系统 的 轨道 所 表现 的 极限 行为 比 线 性 系统 复杂 得 多 . 在 
本 节 中 ,我 们 要 分 类 介绍 不 同 的 极限 行为 ,它们 是 描述 非 线性 动态 系统 结 
构 特征 的 重要 方面 . 
定义 2.2.3 对 动态 系统 (2. 2.1) 而 言 : 
(iD 车 由 (2. 2.1) 式 产生 的 办 代 序列 {T,(xo) ,zt 过 0} 满 足 
limT,(x0) = a, (2.2.6) 
则 称 a 为 动态 系统 (2. 2. 1) 的 极限 点 ,也 称 为 变换 了 的 极限 点 ; 
GD 若 存 在 g 个 不 同 的 向 量 a1,a;,… ,a, ,使 得 由 (2. 2. DORER E 
代 序 列 {T,(xo),t 二 0 满足 
limT s; (xo) =a, (j=1,2, q), (2.2.7) 
则 称 {aiya:,…，av} 为 动态 系统 (2. 2. 1) 的 极限 环 , 也 称 为 变换 了 的 极限 
环 .q 称 为 周期 长 度 . 当 g=1 时 ,极限 环 {a,} 即 为 极限 点 . 
动态 系统 (2. 2.1) 的 迭代 序列 {T,(x。o),t 宇 0} 的 所 有 可 能 的 极限 值 的 
全 体 , 记 为 L(x。,7T), 即 
LoT) = (x: 存在 子 序列 T(xo) ,使 得 T, (Xo) > xm 一 OO}, 
(2. 2. 8) 
根据 定义 2. 2. 3 可 知 ,如 果 a 是 变换 T 的 极限 点 , 则 存在 x。, 使 得 
L(xo.T) = {a}. Alay. a, EER T RRR, WEE xo ËL T) = 
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{ay stay}. 但 是 了 (ro',7) 可 能 含有 无 穷 多 个 元 素 . 为 此 ,我 们 引入 如 下 概 


ep 


定义 2.2.4 对 于 动态 系统 (2. 2. 1) 而 言 : 
(i) 如 果 集 合 B=L(xo,T) WEB 为 该 动态 系统 的 吸引 元 ,也 称 为 
变换 T 的 吸引 元 ， 
Gi) 如 果 吸 引 元 BH Lebesgue 零 测 集 , 则 称 BAF HAI A; 
Git) 如 果 吸 引 元 B 的 任何 真子 集 都 不 再 是 吸引 元 , 则 称 B 为 单纯 吸 
引 元 . 
定义 2.2.5 对 动态 系统 (2. 2. 1), 记 
LT) = U LT). (2.2.9) 
nE 


则 工 (7) 称 为 该 动态 系统 的 吸引 集 . 

定义 2.2.6 对 于 动态 系统 (2.2.1) 中 的 7 而 言 : 

G) 如 果 aER" HB Ta) =a, NW a 为 变换 T 的 不 动 点 ; 

GD 如 果 存 在 g 个 不 同 的 向 量 a,,… ,a, ,使 得 

a, = T(a)) (j= 1,%…,g), 有 有 ast =a, (2. 2. 10) 
TW Pi (a, a AEH T 的 周期 解 . 

关于 吸引 元 的 如 下 几 条 性 质 , 其 结论 是 显然 的 ,我 们 略 去 证 明 . 

性 质 2.2.7 对 动态 系统 (2. 2.1), 有 

() 极限 点 和 极限 环 都 是 动态 系统 的 奇异 吸引 元 ， 

Gi) 动态 系统 中 变换 7 的 不 动 点 必 为 极限 点 . 反之 ,如 果 a 是 变换 了 
的 极限 点 , 且 变 换 了 E a 处 连续 , 则 a 必 是 7 的 不 动 点 . 

Git) 动态 系统 中 变换 T 的 周期 解 必 为 了 的 极限 环 . 反之 ,如 果 {a， 
…,qay} 是 变换 7 的 极限 环 , 且 了 在 a,,…,a, 处 连续 , 则 {a ，…,a,) 必 为 变 
HT 的 周期 解 . 

当 吸引 元 是 奇异 吸引 元 ,但 又 不 是 极限 点 或 极限 环 时 ,又 有 两 种 不 同 
情况 . 一 是 此 吸引 元 属于 R" 中 的 某 个 低 维 流 型 的 子 集 ; 另 一 是 此 吸引 元 
不 属于 R" 中 的 任何 低 维 流 型 . 对 于 极限 点 和 极限 环 以 外 的 吸引 元 的 分 
类 讨论 ,有 着 丰富 的 内 容 . 本 章 作为 全 书 的 预备 知识 , 仅 限于 论 及 以 上 关 
于 吸引 元 的 较 初等 的 分 类 . 在 第 8 章 中 ,为 了 阐明 非 线性 时 间 序 列 与 相关 
学 科 的 联系 ,还 要 简要 地 论 及 吸引 元 的 更 复杂 的 性 质 的 描述 . 

下 面 举例 说 明 动态 系统 吸引 元 的 概念 . 首先 分 析 最 简单 的 线性 系统 
(2.1. D. 易 见 ,在 性 质 2. 1. 2 中 (i) 和 (i) 的 情况 下 ,ao/ (1 一 a1) 是 该 线性 
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系统 的 唯一 吸引 元 , 且 为 极限 点 . 在 性 质 2. 1. 2 中 (iv) 的 情况 下 ,每 个 实 
数 都 是 系统 的 极限 点 , 且 是 不 动 点 . 在 性 质 2.1.2 中 (Cv) 的 情况 下 ,对 任何 
实数 xz 取 ao/2,{ 一 +,z} 都 是 系统 的 周期 长 度 为 2 的 极限 环 . 在 性 质 2. 1. 2 
中 (iii) 的 情况 下 ,由 于 没有 极限 ,可 以 说 无 穷 远 点 是 一 个 极限 点 . 类 似 地 ， 
对 一 般 线性 系统 ,按照 8 2. 1 的 论述 ,也 不 难 分 析 清 楚 其 极限 点 和 极限 环 
出 现 的 条 件 . 对 线性 系统 而 言 , 它 只 有 极限 点 和 极限 环 ,而 没有 其 他 类 型 
的 吸引 元 . 从 下 面 的 例子 可 以 看 出 ,这 也 是 线性 系统 与 非 线 性 系统 的 差别 
之 一 : 
例 2.2.8 考虑 如 下 的 一 维 分 段 线性 系统 : 

a ee ea 
Hp SRB>1,0<a<1,n€ 
(0,00), 4 loga/logB GX # log 表示 
取 自然 对 数 ) 为 无 理 数 时 ,由 § 8.2 可 
知 ,对 任何 o> 0, EAR IEA (x, ,t>0} 
为 区 间 [a.PB] 中 的 稠密 子 集 . 于 是 由 
(2. 2.8) 式 和 定义 2.2.4 知 [a,B] 是 系 
统 (2.2.11) 的 一 个 吸引 元 , 又 由 于 
TE (0,00) 是 任意 的 , 故 [a,B] 是 系统 
， (2. 2. 11) 的 唯一 的 吸引 元 ,从 而 是 单 
图 2.2.1(a) 动态 系统 (2.2.11) RIT. 


BARRER 如 果 将 (2. 2. 11) 的 两 端 取 对 数 ， 
其 中 pnt, ent 并 令 Z,=logz,, a=loga, B=logB, 于 
是 得 到 如 下 的 非 线性 系统 : 


-= z +8, Zi <0; 
zedin Pr Aaii (2. 2.12) 


Tata, 47 >O, 
其 中 B> 0.x<<0. 根据 例 2. 2. 8 的 讨论 可 知 , 当 a/8 为 无 理 数 时 ,系统 
(2. 2. 12) 有 唯一 的 单纯 吸引 元 [a,PB]. 
例 2.2.9 考虑 如 下 的 分 段 线 性 系统 : 
fee a1); (2.2.13) 
x€(0.1], 


其 中 变换 
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lor, = 
T(x) = 22mod(1) = 4 (2. 2. 14) 
|27—1， 当 <r<l. 


图 2.2.1(b) a 


0 a 
0 20 40 60 80 10 120 


图 2.2.2(a) 动态 系统 (2.2.13) 图 2.2.2(b) 动态 系统 (2.2.13) 
的 选 代 示 意图 的 迭代 序列 轨道 
由 于 了 (0)=0,7(1)=1. 而 且 7(x) 在 z=0 和 1 处 为 连续 的 ,根据 
性 质 2.2.7 知 ,10} 和 {1} 是 系统 (2.2.13) 的 两 个 不 动 点 . 又 易 见 , (4,36} 
为 T(x) 的 周期 解 ,而 且 7(z) 在 z= 汐 和 弘 处 为 连续 的 , 故 {%, ER 
统 (2. 2. 13) 的 极限 环 . 实际 上 ,从 任何 有 理 数 ze 出 发 ,迭代 序列 {x, = 


O Fe a fst aot nA 
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T(x) ,之 0) 的 尾部 都 是 周期 序列 , 即 从 某 个 正 整 数 WU (x, tn de 
一 个 周期 序列 . 由 此 可 见 ,系统 (2. 2. 13) 有 可 数 多 个 极限 环 。 另外, 区间 
[0,1] 也 是 系统 (2. 2. 13) 的 吸引 元 . 不 过 ,讨论 这 一 内 容 要 涉及 混沌 概念 ， 
我 们 将 在 第 8 RGR. 这 里 只 在 于 说 明 , 吸 引 元 [0,1] 不 是 单纯 吸引 元 , 因 
为 它 包含 了 其 他 吸引 元 作为 其 子 集 . 
例 2.2.10 考虑 如 下 的 非 线性 系统 : 
1 
z= [yan Man AEBS (2. 2.15) 
3r 1 十 1， 当 xx, = 正 奇数 ， 
rE [0,co). 
易 见 ,{0} 是 系统 (2. 2. 15) 的 一 个 极限 点 . {1,4,2} 是 系统 (2. 2. 15) 的 
一 个 极限 环 .试问 ,此 系统 除了 上 述 两 个 吸引 元 外 ,还 有 没有 其 他 吸引 元 ? 
又 问 ,系统 (2. 2. 15) 是 否 有 趋 于 无 穷 的 迭代 序列 ? 根据 50 多 年 前 的 一 个 
猜想 ,系统 (2. 2. 15) 是 没有 其 他 吸引 元 的 ,也 没有 发 散 的 迭代 序列 . 这 一 
猜想 是 对 如 下 正 整 数 迭 代 系统 提出 的 , 即 
m= | 2" ve Bin HAs (2. 2. 16) 
3m +1, Kn JRG, 
其 中 初始 值 nm 为 任意 正 整数 , 人 们 猜想 ( 见 文献 [72]) ,无论 n 取 怎 样 的 
正 整 数 ,由 (2. 2. 16) 式 产生 的 正 整数 序列 ,其 尾部 都 是 由 {1,4,2} 三 个 元 
素 组 成 的 周期 序列 . 这 一 猜想 被 许多 学 者 研究 过 ,但 至 今 没 有 任何 实质 性 
的 进展 。 尽 管 有 人 用 计算 机 验证 了 在 1 入 mx。 过 22 内 猜想 是 成 立 的 ( 见 文献 
572]). 但 是 , 既 没 有 证 明 迭 代 序 列 无 发 散 现 象 ,也 没有 证 明 系 统 (2. 2. 16) 
只 有 一 个 极限 环 .上述 猜想 被 称 为 3z 十 1 问题 ( 见 文献 [72]). 50 多 年 来 ， 
此 问题 未 能 被 解决 ,足以 说 明 其 难度 之 大 . 更 有 其 者 , 曾 有 专家 认为 “解决 
这 样 问题 的 数学 还 没有 问世 ”( 见 文献 [72]). 在 此 举 出 此 例 , 仅 仅 是 借以 
说 明 研 究 非 线性 系统 的 困难 程度 实在 是 元 法 估量 的 . 
例 2.2.11 考虑 如 下 的 动态 系统 : 


aTi 

i TIERT (2.2.17) 
z € [0,00). 

此 动态 系统 中 的 变换 T(z) 二 ar/(1 十 x) 的 图 形 见 图 2. 2. 3. 此 动态 系统 

的 吸引 元 与 “的 取 值 有 关 , 下 面 分 不 同情 况 分 别 加 以 讨论 . 由 于 a<0 的 
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情况 与 a 二 0 的 情况 类 似 ,以 下 只 讨论 >0 的 情况 . 


全 
2 P 
Pai 
1 
O 1 2 3a 
a) a o 


Fai 
(co) a=2.0 (d) a=5.0 
图 2.2.3 动态 系统 (2.2.17) 中 变换 的 图 形 
G) 当 0<a<1 时 .动态 系统 (2.2.17) 的 极限 点 即 为 T(r)=z 的 不 
动 点 ,只 有 {0}. 设 ==x€E[0,%), 于 是 由 (2.2.17) 式 知 
QTo 
0<n E a <r 
从 而 又 有 
0<2,= IFRI 
进而 对 任意 上 ,有 
ocr = Ht cx = Le) 


由 于 T(x)=x REAR (0). PRA AE fT ra= 2 € [0,00) HEE 
序列 都 趋 于 0. 这 说 明 动态 系统 (2. 2.17) 的 吸引 元 只 有 不 动 点 {0}. 
GD 当 1<a<<2 时 ,利用 对 T(x) 的 导数 
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T (x) =a — 2*)/ + rr) (2. 2. 18) 
的 分 析 可 知 ,T(zx) 存 z=1 处 取 极 大 值 了 (1)=a/2. 这 对 任意 « 均 成 立 . 
由 图 2. 2. 3 可 见 ,7 (x) 二 x 有 两 个 解 , 即 10} 和 i (a 一 1)), 它 们 都 是 动态 
系统 (2. 2. 17) 的 极限 点 . 

Ë zo>>1, 则 由 (2. 2. 17) 式 知 
r= ira < + iad 9 
从 而 ,不 妨 只 讨论 aro ATER. FF 0 之 zo 过 (a 一 DD 中 ,由 (2. 2.17) 式 知 
pe 二 并 二 
I+ 1+(a—1) 
在 此 注意 ,T(zx) 在 (0,(a--1)'“) 中 为 单调 上 升 的 ,从 而 又 有 
xz = Ta) <<TCa—1)") = (@— 1)", 

以 上 两 式 说 明了 <r <(a-1), A r >r 由 类 似 分 析 有 

O< r: <la l), n>. 


Tı To. 


依次 类 推 ,有 
0 

上 式 表 明了 {x,) 为 单调 上 升序 列 , 且 都 小 于 (a 一 1)'”, 从 而 必 有 极限 . 又 由 于 
T(z) 除 了 10} 以 外 ,只 有 不 动 点 {(a 一 1)} ,因而 {zj) 必 收敛 于 (一 1)7 

若 (a 一 zo<1, 依 上 述 类 似 的 方法 得 知 ,由 (2. 2. 17 RIE NAY 2 
序列 必然 下 降 趋 于 (e 一 1) 

综合 以 上 所 述 ,在 1<a<2 时 ,动态 系统 (2. 2.17) 只 有 吸引 元 {0} 和 
(Ca-1)'?} ,它们 是 两 个 不 同 的 极限 点 . 

Gii) 当 a=2 时 ,由 图 2.2.3 可 见 ,T(x)=2x/(1 十 zx?) 在 z==1 处 既 
为 极 值 点 ,又 为 不 动 点 . 用 Gi) 中 类 似 的 论述 方法 可 知 ,此 时 动态 系统 
(2.2.17) 只 有 两 个 极限 点 {0} 和 {1}. 

Civ) 当 a>2 时 ,T(z)=ax/(1 十 x?) 的 极 大 值 点 仍 在 z=1 处 ,其 不 
动 点 为 {0} 和 {Ca 一 1)") EAT (@— 1)? > 1, 

若 0<ro<<1, 则 由 (2. 2.17) 式 知 


ax, ax, a 

= Iita? TFi 一 gio > To 

如 果 zi<1, 由 上 式 类 似 结果 有 >r. 此 事实 表明 了 从 0<zxo<1 出 发 ， 
由 (2. 2. 17) 式 迭代 得 到 roro H xz, 在 首次 超过 1 之 前 ,此 序列 是 单 
调 上 升 的 . 由 于 在 (0,1) 之 间 了 (xz) 没有 不 动 点 ,所 以 序列 {z}) 必 有 某 个 r 


Ti 
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达到 或 超过 ! 值 . 依 此 .我 们 不 妨 只 讨论 xo 宇 1 的 情况 . 
车 zo 宇 1, 则 由 于 了 T(x,) 之 7(1)=a/2, 从 而 序列 {zx,) 满 足 
x= T(r, D KTA) = 2/2. t>1. (2. 2.19) 
此 式 告诉 我 们 ,只 需 考 虑 1r <a/2 的 情况 . 
若 1 过 zo 和 a/2, 由 (2.2.19) 式 知 ,对 一 切 x, (2. 2. 19) 式 成 立 . 再 由 
(2. 2.18) 式 可 知 ,T(x) 在 (1,a) 上 为 单调 下 降 的 ,从 而 由 1xo 才 a/2 和 
a>2 可 得 到 


z= T(r) 之 T(a/2) 


gat 
2 2a 
= rg il. 
a oe 
i Sr 


联合 上 式 和 (2. 2. 19) 式 知 1 和 xi 县 /2. 重 复 以 上 推论 ,可 得 
1S7, <a/2, t>0. 
利用 T(z) 在 [1,a/2] 中 单调 下 降 以 及 T((e 一 1) = a1), h 


见 
<(@-1)', Hr eo DD 
ge Se (2.2.20) 
>a- D, 4ra [a Dp", 
上 式 表明 
<(a—1)'%, ma < (a 1)"; 
Pe ae AAE (221) 
le- De, Mary la 
现在 考虑 {zx,} 的 子 序 列 {7,) , 即 
y= T(T(ry-2)) 
i 
Ut H Ar 7"? 
= Wary. 2) rus, (2. 2.22) 
其 中 


@(] + 2°) 
ata pea? ISISAL 


易 见 ,%(z) 在 zxE[0.=-) 上 为 单调 下 降 的 .这样 , 若 Se)? BE 
两 式 , 有 


g(r) = 


(a— 1 ?r= Plax» > PCa — 1)'*) + xe 
= To. 


继续 以 上 推理 可 知 
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(ae 一 1 人 To 一 Wo)za S Ya — 1)"") .rss 
=z: 2). (2. 2. 23) 

RETO) =r E r21 A PR Ce 1 i ERAN, ra bF 
(a—1)'”. 

利用 (2. 2. 20) 式 和 (2. 2. 21) 式 不 难 证 明 ,{xz41) 也 必 趋 于 (a 一 1). 
再 用 完全 类 似 的 方法 可 以 证 明 , 车 1<<zo 志 (a 一 1)”, (r ÉF 
(a—1)!, 

综 上 所 述 , 在 o> 2 时 ,动态 系统 (2. 2. 17) 仍 只 有 两 个 不 动 点 {01 和 
{(a 一 1 为 其 吸引 元 . 

例 2.2.12 考虑 如 下 的 二 阶 一 维和 迭代 系统 : 


ye 


Jz, = [za itr 2) 


(2. 2, 24) 
(ro € D = [0.1] X [0,1]. 
记 X = Cnr) 
1 1/2 
per)= {Fata}, 
Te RD = (PCa Ty) 71)", 
则 (2. 2. 24) 式 可 写成 一 阶 二 维 动态 系统 : 
人 TOD (2. 2.25) 
x, € D = [0,1] x [0.1]. 


易 见 ,7 为 从 DD 到 DD 上 的 连续 变换 .又 易 见 , 当 0<c<1 时 ,lc,c)" 为 7 的 
不 动 点 ,从 而 也 是 7 的 极限 点 . 

现在 考虑 从 z=b,x =a 出 发 的 达 代 序列 {x,} ,不 妨 先 假定 a< 
4 入 1, 于 是 有 


|#= Fahy + zła); 
ls =b, 7, =a’ 
上 式 是 关于 的 线性 差分 方程 . 由 直接 验证 可 知 , 它 有 如 下 的 解 : 
rade bat + La") al 
(t =— 1,0,1,4). 
由 此 可 知 , 当 z= b> ae =a 时 ,有 
ie 各 
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当 r=b<r- =a 时 .由 (2.2.24) 式 有 
pi at 
n= (FW Ha) >b= x. 
Tı {2% +a | >b T, 


于 是 由 (2. 2. 24) RR EIA R: 
imas [Fait gai) 

E ET E We 

= | go t+ 34 | 
从 而 可 知 ,从 robe x 1=a 出 发 ,出 (2.2.24) 式 产生 的 迭代 序列 {x,) 总 


有 

lima, = | zo + 34] g (2. 2.26) 
MA Zi r= (ba ED WHC. 2.25) 和 (2. 2.26) 式 ,有 

limx, = | | a + je) a (5e + $a] a 

上 式 表明 了 系统 (2. 2. 25) 的 吸引 集 为 

L= |(asa);0 Ka <1}, 
即 工 为 由 [0,1]X[0,1] 的 对 角 线 元 素 组 成 ,而 且 每 个 元 素 都 是 7 的 极限 
点 .由 此 可 知 .此 吸引 集 Z 是 D 中 的 降 维 子 集 . 

以 上 我 们 介绍 并 讨论 了 动态 系统 的 吸引 元 的 概念 . 顾名思义 ,吸引 元 

就 是 系统 的 某 些 轨道 的 极限 归宿 . 下 面 要 讨论 的 是 一 个 吸引 元 能 够 吸引 


哪些 初始 状态 的 问题 . 
定义 2.2.13 设 B 是 动态 系统 (2.2.1) 的 一 个 吸引 元 , 记 
Ar(B) = {x : r(x, B) > 0, t > œ}, (2. 2.27) 


其 中 (x,B) 表 示 点 T,(x) 到 集合 B 的 普通 欧 氏 空间 的 距离 , 即 
r(x, B) = rT ,B) = inf | TA) 一》 l, (2.2.28) 
Ar(B) 称 为 8B 的 吸引 域 . 
直观 地 说 ,对 于 吸引 域 Ar(8) 中 的 每 个 元 素 x € Ar(8), 动 态 系统 
(2.2.1) 以 x。=x 为 初始 值 产生 的 迭代 序列 最 终 将 进入 或 任意 接近 吸引 
元 B, 就 像 被 B 吸引 住 一 样 . 
性 质 2.2.14 如果 动态 系统 (2. 2. 1) 中 的 变换 T 是 连续 的 , 则 任何 
有 界 的 吸引 元 B 都 是 闭 集 , 且 
B C Ar(B). (2. 2. 29) 
证 明 hF BERIT KEX FE x CER” AEG 
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B = L&T). 
4 OC B, H bib, WEET D FEIT, (xo)), 使 得 
7,02) 一 bl <. 
于 是 
IT æD — ll < TC) 一 到 上 十 lb b I) +0, 
此 式 表明 5 是 {T,,(x。o)} 的 极限 ,从 而 5EB, 亦 即 B 是 闭 集 . 

又 对 任意 bE B, 由 7 的 连续 性 及 前 一 步 的 证 明 可 知 ,存在 zeER" 和 

{T,(xo)) 的 子 序列 {T(x。)}) .使 得 

T,X) = T(T,, (xo)) > b. 
上 式 表明 ,T(8) 也 是 {T,(xo)} 的 子 序列 {T(x,)} 的 极限 ,从 而 T(5) EB. 
依 此 类 推 , 对 任意 正 整数 j RITE T, b) EB. 由 于 B 是 有 界 闭 集 ,所 以 
{T,(b),j 宇 1} 必 有 子 序列 且 有 极限 ,并 且 属 于 B， 故 由 定义 2.2.13 知 5 
EA1(B). 由 于 b 是 B 中 任 一 元 素 , 故 (2.2.29) 式 成 立 . 1 

在 此 顺便 指出 , 若 变换 T 不 是 连续 的 ,(2. 2. 29) 式 不 一 定 总 是 成 立 
的 . 换言之 ,吸引 元 8 的 吸引 域 可 以 不 包括 B. 

性 质 2. 2. 15 若 两 个 不 同 的 吸引 元 是 极限 点 ,或 是 极限 环 , 则 它们 
的 吸引 域 无 公共 元 . 

性 质 2.2.16 # B 和 有: 是 两 个 吸引 元 ,并 且 BCB: N Ar(B)C 
Ar(B;). 

以 上 两 个 性 质 是 显然 的 ,证 明 从 咯 . 

如 前 所 述 ,线性 系统 的 吸引 元 只 有 极限 点 和 极限 环 . 线性 系统 中 的 变 
HRT 又 总 是 连续 的 , 故 由 性 质 2. 2. 15, 线 性 系统 的 不 同 吸引 元 的 吸引 域 
是 不 相交 的 . 对 于 非 线 性 系统 的 非 极限 点 和 非 极限 环 而 言 ,性 质 2. 2. 15 
的 结论 不 一 定 适用 .例如 在 例 2. 2.9 中 ,D=[0,1J 是 系统 (2. 2. 13) 的 最 
大 的 吸引 元 ,其 他 吸引 元 都 是 它 的 子 集 . 由 性 质 2. 2. 15 和 性 质 2. 2. 16 
知 ,吸引 元 [0,1] 的 吸引 域 是 其 自身 . 其 他 吸引 元 ,如 极限 点 {0} ,极限 环 


(当当 上), 其 吸引 域 都 是 [0,1] 的 子 集 . 


下 面 讨论 几 个 例子 ,用 以 说 明 吸 引 域 的 概念 . 

我 们 首先 讨论 线性 系统 (2. 1. 1). 在 性 质 2. 1. 2 中 (i) 的 情况 ， 
{ao/(1 一 a1)) 是 唯一 的 吸引 元 , 它 的 吸引 域 是 全 实 轴 . 在 性 质 2. 1. 2 中 
(ii) 的 情况 ,极限 点 {ao/(1 一 2;)} 的 吸引 域 为 其 自身 . 在 性 质 2.1.2 中 (iv) 
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的 情况 ,每 个 实数 都 是 极限 点 ,而 每 个 极限 点 的 吸引 域 为 其 自身 . 在 性 质 
2.1.2 中 (v) 的 情况 ,每 个 极限 环 { 一 zoyzo}(zo 天 ao/2) 的 吸引 域 都 是 其 自 
身 ,极限 点 {ao/2) 的 吸引 域 也 是 其 自身 . 根据 8 2. 1 的 讨论 ,不 难 分 析 清 
楚 任 何 线性 系统 的 吸引 元 和 吸引 域 . 实际 上 , 当 仅 仅 讨论 线性 系统 时 , 没 
有 必要 引入 吸引 元 和 吸引 域 等 概念 . 

下 面 讨论 例 2. 2. 8 至 例 2. 2. 12 所 述 的 动态 系统 吸引 元 的 吸引 域 . 

如 例 2. 2. 8 所 述 ,动态 系统 (2. 2. 11) 有 唯一 的 单纯 吸引 元 [a,8]. 不 
本 无 论 从 怎样 的 初始 值 ze 出 发 ,由 (2. 2. 11) 式 产生 的 迭代 序列 

z) 三 {T,(z。)) 为 在 [a,B] 中 的 稠密 子 集 .于 是 由 定义 2. 2. 13 可 知 rE 
Ar([a,BJ). 直观 地 说 ,系统 (2. 2. 11) 将 全 实 轴 吸 引 到 区 间 [e, 86] 上. 类似 
地 ,系统 (2. 2. 12) 有 唯一 的 单纯 吸引 元 [logc,logp], 它 将 全 实 轴 吸 引 到 
[loga,logB] 上 . 

在 例 2.2.9 中 ,系统 (2.2.13) 有 了 吸引 元 [0,1] 和 可 数 多 个 极限 环 . 吸 
引 元 [0,1] 是 最 大 的 ,吸引 域 为 其 自身 . 有 趣 的 是 ,系统 (2. 2. 13) 的 极限 环 
的 吸引 域 虽 然 不 太 容易 给 出 ,但 都 是 Lebesgue 零 测 集 . 这 将 在 第 8 章 讨 
ie. 

在 例 2. 2. 10 中 ,{0} 是 系统 (2.2. 15) 的 极限 点 . 虽然 它 的 吸引 域 包括 
了 所 有 的 正 无 理 数 和 零 ,但 要 给 出 此 吸引 域 的 精确 表述 ,目前 还 是 不 可 能 
的 ,因为 它 涉及 悬而未决 的 3z 十 1 问题 . 同样 ,极限 环 {1,4,2} 的 吸引 域 
也 是 无 法 精确 表述 的 . 这 又 一 次 看 到 ,讨论 非 线 性 系统 的 吸引 元 和 吸引 域 
是 何等 困难 . 

对 例 2. 2. 11 中 所 述 的 动态 系统 的 吸引 域 ,事实 上 在 例 2. 2. 11 中 的 
讨论 已 包括 了 如 下 的 结论 : 

G) 4 O<a<) 时,{0} 是 系统 (2. 2.17) 的 极限 点 , 它 的 吸引 域 为 
[o,co), 即 Ar({0})=[0,00). 

Gi) 当 ae>>1 时 ，47r({0)) 王 (40)}， 即 极限 点 10} 只 吸引 其 自身 . 而 
4r({(Ce 一 1 六 一 (0,co), 即 极限 点 {(c 一 1 吸引 (0,co) 中 的 每 个 元 
素 , 但 不 吸引 0. 

例 2. 2. 12 所 述 动态 系统 的 吸引 集 由 D= [0,1]X[0,1] 中 的 对 角 线 
元 素 所 组 成 ， MEEA annie <c) 都 是 极限 点 . 由 (2. 2. 24) 式 有 


tai. rt x D+ Fah 1 
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由 上 式 递 推 可 知 ; 
gut Laas zat La 2= = Zai kat, 
若 取 ro=b, r =a, i 
fea de ~2yp41) = pe 
3 + gTa S 3° +ga (一 0,1,…). 
由 例 2. 2. 12 的 讨论 还 可 知 : 
lima? = 2y + La, 


联合 以 上 两 式 可 知 ,被 极限 点 (ec,c 关 所 吸引 的 初始 值 为 (zo,z- 小 一 
(bwa)", 当 且 仅 当 
2 


A 


3 3 
满足 上 式 的 (6,a)"ED 为 一 椭圆 轨道 
的 一 部 分 , 见 图 2. 2. 4. 
由 上 述 讨 论 可 见 ,吸引 域 有 不 同 
的 分 类 . 例如 ,有 的 吸引 域 Ar(B) =B 
即 只 吸引 自身 ,有 的 吸引 域 hr(B) 是 
Lebesgue 零 测 集 , 有 的 是 Lebesgue 
正 测 集 ,等 等 . 而 对 高 维系 统 ,其 分 类 
更 为 复杂 . 由 于 本 书 不 讨论 这 些 内 容 ， 
所 以 关于 吸引 元 和 吸引 域 的 介绍 仅 限 
ó 万 于 上 述 的 初等 概念 性 知识 . 与 本 书 关 
国史 证 系 密切 的 内 容 是 ;动态 系统 的 吸引 元 
sn 吸引 其 吸引 域 的 速度 ,特别 是 其 吸引 
相应 的 极限 点 (csc)r 的 吸引 城 集 的 有 界 性 以 及 吸引 的 速度 问题 . 这 
就 是 8 2. 3 中 将 要 讨论 的 动态 系统 的 


稳定 性 问题 . 
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这 一 节 将 讨论 动态 系统 的 吸引 元 的 吸引 能 力 和 速度 . 在 》 2. 2 中 介 
绍 了 动态 系统 的 吸引 元 ,它们 描述 了 动态 系统 轨道 的 所 有 可 能 的 极限 行 
为 的 分 类 特征 . 此 外 还 介绍 了 吸引 元 的 吸引 域 ,它们 描述 了 每 个 吸引 元 的 
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吸引 范围 . 虽然 这 些 概 念 能 够 刻 划 动 态 系统 的 重要 结构 特征 ,但 还 远 远 个 
够 充分 . 本 节 要 讨论 的 吸引 元 的 吸引 能 力 就 是 要 描述 不 同 吸引 域 的 范围 
的 大 小 ,可 以 形象 地 称 为 吸引 能 力 . 比如 ,在 % 2. 2 中 曾 提 到 ,有 的 吸引 域 
只 含 一 个 元 素 , 有 的 含有 可 列 多 个 元 素 . 有 的 吸引 域 所 含 元 素 虽 多 , 却 是 
Lebesgue 零 测 集 , 还 有 的 吸引 域 为 全 空间 . 这 表明 不 同 的 吸引 元 的 吸引 
能 力 有 很 大 差别 ,当然 应 加 以 分 类 区 别 . 另 一 方面 ,吸引 元 在 吸引 其 吸引 
域 的 元 素 时 ,还 有 吸引 速度 的 问题 . 换言之 ,从 某 一 x。 出 发 , 若 动态 系统 
(2.2.1) 的 轨道 x,==T,(xo) 向 某 一 吸引 元 收敛 ,其 收敛 速度 也 是 描述 动态 
系统 特征 的 重要 内 容 . 以 上 两 方面 的 内 容 , 都 属于 动态 系统 的 稳定 性 问 
题 . 

稳定 性 概念 是 刻 划 动 态 系统 特征 的 重要 方面 . 对 不 同类 型 的 稳定 性 
的 定义 和 特征 的 研究 .有 相当 丰富 的 内 容 ( 见 文献 [106]), 本 书 不 准备 对 
这 方面 的 内 容 详细 介绍 .而 是 着 重 讨论 与 本 书 有 关 的 内 容 . 

定义 2.3.1 如 果 由 动态 系统 (2. 2. 2) 产 生 的 迭代 序列 {T,Cx,)， 
t 宇 1) 满 足 


limsup T(x) || < ©. (2.3.1) 
则 称 系统 (2. 2.2) 是 Lagrange 稳定 的 . 
实质 上 ,Lagrange 稳定 的 动态 系统 是 指 无 发 散 轨道 的 动态 系统 . 


定义 2.3.2 如 果 由 动态 系统 (2. 2.2) 产 生 的 迭代 序列 {T, (x) 

1 三 1) 满 足 
lim T(x) || = 9 (2.3. 2) 

则 称 系统 (2. 2. 2) 在 x, 处 发 散 . 若 (2. 3. DRITE xo E D 都 成 立 , 则 称 
系统 (2. 2.2) 是 整体 发 散 的 . 

例如 ,在 线性 系统 (2.1.1) 中 ,对 性 质 2. 1. 2 PA GI). 天 
uo/(1 一 a1) 是 该 系统 的 发 散 点 . 对 性 质 2. 1. 2 中 的 (iii) ,系统 (2.1.1) 是 整 
体 发 散 的 . 在 本 书 中 ,我 们 对 有 发 散 现象 的 动态 系统 不 进行 更 多 地 讨论 . 


由 定义 2. 3. 1 给 出 的 稳定 性 太 广义 了 . 例如 对 下 面 的 动态 系统 
fe =n, 2I); 
4 (2. 3. 3) 
lx, € R', 


按 定义 2. 3. 1, 它 是 Lagrange 稳定 的 . 显然 ,R' 中 每 个 元 素 都 是 系统 
(2.3. 3) 的 不 动 点 , 且 每 个 不 动 点 除 自身 外 ,不 吸引 任何 其 他 点 . 在 时 间 序 
列 分 析 中 ,与 (2. 3. 3) 式 相应 的 一 元 LAR 模型 ( 详 见 本 书 例 4. 2. 2) 
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y= XN. +E 

是 没有 平稳 解 的 . 因此 ,以 上 非常 广义 的 稳定 性 概念 与 本 书 所 研究 的 时 间 
序列 模型 的 关系 并 不 密切 ,我 们 对 其 不 作 进一步 讨论 了 . 下 面 讨论 与 本 书 
关系 密切 的 稳定 性 概念 . 

定义 2.3.3 LCR" 是 一 有 界 集 ,{T,(xo) ,之 1) 是 动态 系统 (2.2. 
2) 以 xo 为 初始 值 所 产生 的 迭代 序列 ,r,(xo, 工 ) 表 示 T,(xo) 到 集合 工 的 距 
离 , 并 由 (2. 2. 28) 式 所 定义 . 

(i) 如 果 


limr, (xo) = 0, Yx € D, (2.3.4) 
则 称 动态 系统 (2. 2. 2) 在 也 处 为 整体 稳定 的 . 

GD WRO. 3.4) 式 的 收敛 具有 指数 速度 , 即 存在 正 数 p<1 和 天,、 
天 :, 使 得 

rx L) S PLK rx) + Ki), YED, (2.3.5) 

HEr L) BAR xe 到 了 的 距离 , 则 称 动态 系统 (2. 2. 2) 在 了 处 为 几何 
速度 稳定 的 。 

定义 2. 3. 3 中 的 稳定 性 均 指 在 有 界 集 L 处 稳定 . ERR PS 
明确 强调 有 界 集 L 的 特殊 性 时 ,我 们 省 略 “在 工 处 ”三 字 . 以 上 定义 的 稳 
定性 均 指 从 任何 x。 出 发 ,动态 系统 (2. 2. 2) 的 轨道 T,(x。o) 必 趋向 于 有 界 
R LES 2.2 中 吸引 集 的 定义 ,可 以 说 工 是 动态 系统 (2.2.2) 的 一 个 广 
义 吸引 集 , 而 且 其 吸引 域 为 全 体 可 能 的 xo E D, 故 称 整 体 稳 定 . 在 以 后 叙 
述 中 ,为 了 简略 , 除 在 强调 局 部 稳定 时 ,稳定 "一 词 总 指 整体 稳定 . 

在 定义 2. 3. 3 中 ,如 果 动 态 系统 (2. 2. 2) 在 工 处 为 几何 速度 稳定 , 则 
可 以 说 , 工 是 具有 指数 速度 的 吸引 集 . 在 文献 [30] 中 曾 用 下 式 : 

r&v) SKP, VYxED (2. 3. 6) 
代替 (2. 3.5) 式 ,以 定义 几何 速度 稳定 . 它 相 当 于 在 (2. 3. 5) 式 中 取 K = 
0,K:= 开 .这样 定义 的 几何 速度 稳定 太 严 了 . 比如 ,对 最 简单 的 一 元 一 阶 
压缩 变换 T(x) 二 pz, 其 中 0<=|p|<=1, 相 应 的 迭代 序列 为 {T,(xo) = pxo 
11) ,相应 的 吸引 集 为 I(T) 二 {0}, 但 是 

r(x t0) = lpl'lxol, Wx ED. 
HEE R,T C) = pr 相应 的 动态 系统 (2. 2.2) 的 吸引 集 不 是 (2. 3. OR 
意义 下 的 几何 速度 稳定 的 . 

实际 上 , 当 D=R" 时 , (2. 3. 6) 式 意味 着 :对 每 个 /之 1,7(T,(xo),L) 
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去 开 . 从 而 Ti(x)=T(xro) 必 有 界 . 即 T(r) 是 有 界 函 数 . 这 也 说 明 由 (2. 3. 
6) 式 定义 的 几何 速度 稳定 只 适用 于 有 界 变换 T 相应 的 动态 系统 . 所 以 我 
们 不 以 (2. 3. 6) 式 作为 几何 速度 稳定 的 标准 ,而 以 (2. 3. 5) 式 来 定义 几何 
速度 稳定 . 
另 一 方面 ,考虑 变换 
T(x) = px +a, (2.3.7) 
HH O<p<l, aF0. AW 
T,= T(2,-)) = px, ta =o 
=a tap tos tap! + pro (2. 3. 8) 
=a/(l — p) + Plr —a/0 — p)]. 
对 变换 (2. 3.7) S| LT) = {a/(1 一 p)). 于 是 由 (2. 3.8) 式 ,有 
r(xzo{a/(l — P= lx — a/ — p)| 
= pr(ro{a/(l ~ PÐ, YTTER. 
上 式 说 明 , 变 换 (2. 3.7) 满 足 (2. 3. 5) 式 , 且 相 应 于 KK,==1 和 KK,=0 的 情 
况 .在 (2.3.5) 式 中 不 限定 尺 ,=0, 是 为 了 使 定义 内 涵 更 广 些 . 
还 需 指出 , 当 (2. 3. 5) 式 成 立时 ,必然 存在 正 整 数 p 过 1, 且 o> tE 
得 
limp, (xo L) = 0, Wao € D. (2.3.9) 
反之 , 当 (2. 3. 9) 式 成 立时 ,不 一 定 保证 (2. 3. 5) 式 成 立 . 例如 考虑 如 下 变 
te: 
Pa z—1l, 4r20; 
Tos (i 1， 4x<0, 
其 相应 的 动态 系统 为 
[a irl. %4 r20; 
ATN 4 r, <0. 
显然 ,动态 系统 (2. 3.10) 的 吸引 集 L(T)=={ 一 1) ,而且 从 任何 xo 出 发 , 进 
行 有 限 步 迭代 后 , 必 到 达 一 1. 故 (2.3.9) 式 成 立 . 但 是 , 当 取 x 为 正 整 数 
时 , 易 见 


(2. 3. 10) 


n(n,(— l= nt1l—t t= 1.26), 
raayi- =atl. 
若 (2. 3. 5) 式 成 立 , 则 有 
(n+ Splint +o). 
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ope ELE, yr= 12sen n= 1,20. (2.3.11) 
易 见 不 可 能 存在 正 数 p 二 1, 使 得 
(2. 3. 11) 式 成 立 .于 是 导致 矛盾 ! 若 以 
(2. 3.9) 式 代替 (2.3.5) 式 , 则 可 定义 
另 一 种 更 广义 的 几何 速度 稳定 . 但 是 
本 书 不 讨论 此 类 定义 . 

显然 ,定义 2. 3. 3 下 的 稳定 性 比 
定义 2. 3. 1 更 强 .根据 8 2. 2 吸引 元 
的 定义 可 知 ,定义 2. 3. 3 下 的 稳定 性 
保证 了 动态 系统 (2. 2. 2) 有 一 定 的 吸 
引 性 质 . 

TER 2. 3. 4 动态 系统 (2. 2.2) 
EARE LOR" 上 为 稳定 的 , 当 且 仅 当 动态 系统 (2. 2. 2) 的 吸引 集 是 也 
的 子 集 . 

此 性 质 的 结论 是 显然 的 ,证 明 从 略 . 

定义 2.3.5 RL, ER" 中 的 有 界 集 ,D, 是 动态 系统 (2.2.2) 中 DD 
的 子 集 , 且 D ELBE RPA om 维 立 方 体 .如果 

limn (el) = 0, Y xo € Dis (2. 3. 12) 
则 称 动态 系统 (2. 2. DA 了 处 为 局 部 稳定 的 . 

对 照 定义 2. 3.5 和 定义 2. 3. 3, 我 们 作 如 下 两 点 说 明 : 其 一 是 ,满足 
(2. 3. 12) 式 的 局 部 稳定 性 是 相对 于 DCD BOD, AD 而 言 的 . wR D= 
DD, 则 局 部 稳定 就 是 整体 稳定 . 若 已 知 动态 系统 (2. 2. 2) 为 局 部 稳定 的 , 则 
将 (2. 2. 2) 式 改写 为 


2.3.1 动态 系统 (2. 3.10) 
的 迭代 示意 图 


jx = T(x); 

(x. E€ D.. 
可 见 ,动态 系统 (2. 3.13) 与 (2. 2.2) 的 区 别 仅 在 于 初始 值 x。 的 取 值 范围 
不 同 . 于 是 ,相对 于 动态 系统 (2. 3. 13) 而 言 ,在 Ly 处 的 局 部 稳定 性 即 是 整 
体 稳定 性 . 另外 ,动态 系统 (2. 3. 13) 还 可 以 是 几何 速度 稳定 的 . 但 是 在 考 
查 动态 系统 (2. 2. 2) 的 稳定 性 时 ,如 果 动态 系统 (2. 3.13) 是 几何 速度 稳定 
的 , 则 应 冠 以 “局 部 ”一 词 , 即 称 动态 系统 (2. 2. DHE La 处 为 局 部 几何 速度 
稳定 的 . 


(2. 3.13) 
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其 二 是 ,在 定义 2. 3.5 中 .区 域 D 
被 有 界 集 L 所 吸引 ,这 很 像 % 2. 2 中 的 
吸引 域 与 吸引 元 的 关系 . 但 是 在 定义 2. 
3.5 中 ,特别 强调 了 Di 至 少 包 含 R" 中 
一 个 m 维 立 方 体 .这 就 保证 了 Di 是 不 
降 维 子 集 ,而 且 1.ebesgue 测度 是 正 的 . 
按照 这 样 的 定义 ,如 果 8 2. 2 中 的 吸引 
元 的 吸引 域 为 有 限 点 集 .或 者 为 
Lebesgue FWE, M È NTZA TI KER X 
定义 2. 3. 5 中 的 Di 或 者 说 ,在 这 样 的 


2.3.2 动态 系统 (2.3.14) 
吸引 元 处 ,动态 系统 (2. 2. 2) 不 具有 局 部 的 和 迭代 示意 图 


稳定 性 ， 


关于 局 部 稳定 性 还 可 以 采用 其 他 方式 定义 . 比如 , 设 L,CR" 是 有 界 
集 , 它 能 吸引 区 域 D , 即 满足 (2. 3. 12) 式 . 如 果 D 还 包含 了 L WHT 
域 , 则 称 动态 系统 (2. 2. DE L 处 具有 局 部 稳定 性 . 这样 定义 的 稳定 性 ， 
对 于 了 为 连续 可 微 的 变换 比较 适用 . 当 了 T 不 连续 时 ,这 样 的 定义 过 于 狭 
隘 了 .例如 ,对 如 下 的 动态 系统 : 
Joa, is 4a, > 0; 
l- 当 zm <0, 
易 见 10} 是 动态 系统 (2. 3. 14) 的 一 个 极限 点 , /一 {0} 为 一 单 点 吸引 元 . 又 
易 见 , 它 的 吸引 域 41(7,)=(0.o0). 这 里 有 两 点 很 特别 ,其 一 .Z 的 吸引 
域 不 包含 吸引 元 自身 . 换言之 .LL 吸引 (0,o°) 中 的 每 个 元 素 . 却 不 吸引 它 
自身 ,因为 (2. 3. 14) 式 以 2, =0 为 初始 值 的 轨道 7,(0)= 一 1; 其 二 , 按 定 
义 2.3.5, 动 态 系 统 (2. 3. 14) 在 工 ,二 {0} 处 是 局 部 稳定 的 . 实际 上 还 是 几 
何 速 度 局 部 稳定 的 . 但是. 若 采 用 上 述 定义 ,;0} 至 少 吸引 !0} 的 一 个 邻 域 
才 可 称 为 局 部 稳定 . 可 见 , 在 上 述 定义 下 ,吸引 元 1 二 10} 不 是 局 部 稳定 
的 ， 


(2.3.14) 


由 于 本 书 力图 包括 不 连续 的 系统 在 内 而 加 以 讨论 ,所 以 我 们 按 定义 
2.3.5 给 出 如 下 稳定 吸引 元 的 定义 : 

定义 2.3.6 动态 系统 (2. 2. 2) 的 吸引 元 B 被 称 为 稳定 的 .如果 动 态 
系统 (2. 2.2) 在 B 处 为 局 部 稳定 的 . 否则 , 称 其 为 非 稳 定 的 吸引 元 . 

按照 定义 2. 3. 5 下 面 的 补充 说 明 , 对 每 个 吸引 元 ,除了 区 别 出 稳 定 和 
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非 稳定 之 外 ,还 可 按 其 吸引 的 速度 分 为 几何 速度 与 非 几何 速度 . 这 些 细微 
的 分 类 是 极 易 分 别 定义 的 ,这 里 就 不 一 一 罗列 了 . 与 本 书 所 讨论 的 非 线 性 
时 间 序 列 关 系 最 为 密切 的 是 定义 2. 3. 3 中 的 具有 几何 速度 的 整体 稳定 系 
统 . 这 样 的 系统 相应 于 定义 2. 3. 3 PHARE L. 按照 性 质 2. 3. 4, 它 包括 
了 动态 系统 (2. 2. 2) 的 所 有 吸引 元 . 虽然 按照 定义 2. 3. 5 和 定义 2. 3.6 可 
以 分 别 研究 动态 系统 (2. 2. 2) 的 每 个 吸引 元 的 吸引 性 质 , 但 是 ,本 书 以 后 
的 内 容 并 不 涉及 这 样 更 细致 的 动态 系统 的 局 部 特征 ,因此 也 就 不 再 深入 
讨论 有 关 动 态 系 统 的 局 部 稳定 问题 了 . 

在 文献 [28] 中 ,对 于 具有 压缩 性 质 的 动态 系统 研究 得 较 早 , 也 受到 较 
多 的 注意 ,而且 这 种 动态 系统 与 熟知 的 线性 系统 关系 也 密切 . 为 此 ,我 们 
特别 给 出 以 下 的 定义 和 某 些 性 质 : 

定义 2.3.7 动态 系统 (2. 2.2) 称 为 依 范 数 是， 上, 压缩 的 ,如 果 存 
在 正 数 0 入 po<<1, 使 得 对 任意 的 xED, 有 

[Tae |. <ellxll. (2. 3.15) 

定理 2. 3.8 ”如 果 动 态 系统 (2. 2. 2) 是 依 范 数 | + l, 压缩 的 , 则 系 

统 (2.2. 2) 在 零点 几何 速度 稳定 ,从 而 系统 (2. 2. 2) 的 吸引 集 为 只 包含 零 


点 的 单 点 集 . 
证 明 由 于 变换 7 是 依 范 数 | + ||. 压缩 的 , 故 有 
(TQ) I. = I TCT.) I, 
<p Tx) |. 
<e (2. 3. 16) 


<p" || T(x) I, 
=p lx lls Varo €D. 
TERRIER | > 与 范 数 e 是 等 价 的 , 即 存在 c,、c:>0, 使 得 
alal < lxrl,<elxrl, Yx ED. (2. 3.17) 
联合 (2. 3. 16) 和 (2. 3. 17) PSK. TELE c) 02> 0, (E1 
clT dF ST) ,< cee |} to I}. 
记 工 =10), 则 上 式 意味 着 
TalXes L) < pr (ro L), 
其 中 c=cs/a. 故 依 定 义 2. 3. 3 知 ,系统 (2. 2. 2) 在 零点 为 几何 速度 稳定 
的 . 1 
下 面 考查 一 个 简单 的 二 维 线性 系统 : 
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à 1j 


Pr =| |x i 
{ lo àr (2. 3.18) 
x, € R®, 
Hp OAC. iE T(x) = 4x, 其 中 
jal 
ia ty al 
取 x= (0,z), 则 由 (2.3. 18) 式 有 
| T(x) [t= |) Ax ||? = x'A'Ax 
= o|? oja HID 
(1 Alo allaz 


= Q +r = A+). 
由 上 式 可 得 
(To = G+ fxd > Wel. 
故 线性 系统 (2. 3. 18) 不 是 依 平方 范 数 压缩 的 . 

以 上 例子 说 明 , 对 于 线性 系统 (2. 3. 18) ,参数 矩阵 A 的 特征 值 的 模 
都 小 于 1, 并 不 能 保证 它 在 平方 范 数 下 为 压缩 的 . 试问 ,这 一 条 件 是 否 能 
保证 线性 系统 

[x= Ax 
|x, ERG 
依 某 范 数 为 压缩 呢 ? 下 面 的 定理 回答 了 这 一 问题 . 

定理 2.3.9 如 果 线 性 系统 (2. 3. 19) 中 参数 矩阵 4 的 特征 值 的 模 都 
小 于 1, 则 必 存 在 R" 中 的 一 个 范 数 外 + Ml. ,使 得 线性 系统 (2. 3. 19) 依 范 
|| + 小, 为 压缩 的 . 

证 明 设 Q 为 一 正定 对 称 方 阵 ,对 xE R” 定义 如 下 向 量 范 数 : 

Ix lo = Qx). (2. 3. 20) 


(2. 3.19) 


由 (2. 3.19) 式 有 

|| Ax |] 3 = x AQAx. (2.3.21) 
由 于 和 矩阵 4 的 特征 值 的 模 都 小 于 1 ,根据 文献 [36] 中 的 第 19 页 或 用 归纳 
法 ,可 以 证 明 存在 正定 对 称 方 阵 Q 和 常数 0< <<1, 使 得 

AQA < RQ, (2. 3. 22) 

联合 (2. 3. 21) 和 (2. 3. 22) 两 式 得 

| Axio Sàl xlo 
从 而 完成 定理 的 证 明 . 1 
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推论 2. 3. 10 ”线性 系统 (2. 3. 19) 在 零点 几何 速度 稳定 , 当 且 仅 当 参 
BOHM A 的 特征 值 的 模 都 小 于 1. 当 参数 矩阵 4 具有 如 下 形式 ， 


Lo ee i 0 | 
时 ,4 的 特征 值 的 模 都 小 于 1, 当 上 且 仅 当 参数 a,… ,a, 满足 
1 一 az 一 党 一 at 天 0，|z| 入 1. (2. 3. 23) 

证 明 是 显然 的 ,从 略 . 

注 2.3.11 对 于 线性 系统 (2. 1. 
3) ,根据 推论 2. 3. 10, 不 难 验证 ,如 果 
线性 系统 (2. 1. 3) 在 (7 一 4)'a 处 稳 
定 , 则 必 为 几何 速度 稳定 . 但 对 于 非 线 
性 动态 系统 (2. 2. 2) ,在 二 处 稳定 ,未 
必 一 定 有 几何 速度 稳定 . 其 原因 在 于 : 
对 线性 系统 (2. 1.3), 有 


a(Ax +a) _ 4 
ax 


hr 


To 而 对 非 线性 系统 (2. 2. 2), 有 
aT(x) 
ax 


为 x HJ FE REPR BA TE A ROE RE. 例如 


= V(x) 


对 如 下 的 一 阶 一 维 非 线 性 系统 


Te 


ape SDs 
i Dota (2. 3. 24) 
tro € (0,0), 
易 见 
dc) dj z j_ 1 
dr dalit] AFD? 
不 难 验证 .zx=0 是 动态 系统 (2. 3. 24) 的 不 动 点 , 且 动 态 系统 (2. 3. 24) 在 
零点 稳定 .但 没有 几何 速度 稳定 性 . 
下 面 讨论 如 何 判断 非 线性 系统 具有 几何 速度 稳定 性 . 
定理 2. 3. 12 ”如 果 动 态 系统 (2. 2. 2) 的 变换 T(x) 在 某 向 量 范 数 
hoe 之 下 .满足 
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(Tx) |l.<pilx|l.te, (2. 3. 25) 
其 中 c 宇 0 和 0p 过 1 为 常数 , 则 动态 系统 (2. 2. DEA RR LA {x : 
I] x | <e/ CA — p) } Rb JLE BE Ba ee AY. 
证 明 由 (2.3.25) 式 有 
x. = TG) ,= 上 下 FT Œ) Il 
<S P l| Tai Œo) 1 十 <c 委 … 
<ctepticp to tee! +e || x Il. 


=c/A—p) +ø |x ll — Dew 


<c/A -= p) +e lxo l. 
于 是 ,再 由 (2. 2. 28) 式 和 范 数 的 等 价 性 ( 即 (2. 3. 17) 式 ) 以 及 上 式 可 得 


r,(XoL)= inf || x, — y || 
ye 


= inf |lx—yll 
wher 
ee ET 
< |+- Ja— py +e dae 


cr'p lxol, 


S<7a— e+e last 
<e ix l, < erlxl 

， 
=& i = 
=¢( inf xy+yl) 


< 
< p| Ëra +cx/0 一 pre, | 
i 


由 于 上 式 中 的 x © D 是 任意 的 ,这 表明 (2. 3. 5) 式 成 立 , 从 而 动态 系统 
(2.2.2) 在 工 处 为 几何 速度 稳定 的 . 1 
定理 2.3. 13 ”如 果 动 态 系统 (2. 2. 2) 中 的 变换 T(x) 满 足 
T(x) = Ax + H(x), (2. 3. 26) 
并 假定 : 
G) p(A<1, (2.3.27) 
其 中 p(4)=max{|4| : 4 是 4 的 特征 值 ) 是 矩阵 4 的 谱 半径 . 
Gi) 对 任意 的 天 之 0， 
SUP, || H@) || <<, (2. 3. 28) 
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HÄ || x || >f, 


LAT o. (2.3.29) 


则 动态 系统 (2. 2. 2) 必 在 R" 中 的 某 有 界 集 上 为 几何 速度 稳定 的 . 
证 明 由 (2. 3. 27) 式 和 定理 2. 3. 9 的 证 明知 ,存在 一 个 m 阶 正定 对 
称 方 阵 @Q, 使 得 在 (2. 3. 20) 式 定义 的 向 量 范 数 | 。 lo FA 
I Axlle<ellxlle 
其 中 0<p<] 为 常数 .这 样 , 由 (2. 3. 26) 式 有 
T(x) lle 
= || Ax + H(x) lle 
< || Axla + I Hœ) lle 
<Sellxll e+ Hœ No/ lxlleo) Ilx Ila 
又 由 向 量 范 数 的 等 价 性 ,存在 常数 0<ci 和 及 c*<<co ,使 得 
IT llos e |l x lla 
+ (¢,/e,)C | Hx) || /xl eile (2.3.30) 
由 (2. 3. RAEE P<7 二 1 Al K>0, (7924 || x || >K 时 ， 


a z. LOI <y- p. (2.3.31) 


再 由 (2. 3. 28) 式 ,存在 常数 c>0, 使 得 
189R， | W(x) || <c <œ, 
于 是 联合 上 式 和 (2. 3. 30) 以 及 (2. 3. 31) , 便 有 
ITO og7lxlote. 
根据 定理 2. 3. 12 知 ,由 变换 (2. 3. 26) 确 定 的 动态 系统 在 有 界 集 工 一 {x : 
上 x 中 oc/(1 一 p)) 处 为 几何 速度 稳定 的 . 1 
推论 2.3.14 设 动态 系统 (2. 2. 2) 在 工 DAIL REBEL 为 
任 一 有 界 集 且 LCL, 则 动态 系统 (2. 2. DE L 上 也 是 几何 速度 稳定 的 . 
推论 的 结论 是 显然 的 ,证 明 从 略 . 
注 2.3.15 在 定理 2. 3.13 相同 的 条 件 下 , 若 将 (2. 3. 29) 式 代 之 以 
HEEM X<, H p+ A <1, 414 


limsup| © jac IL 


则 定理 2. 3. 13 的 结论 仍 成 立 . 
需要 指出 的 是 :定理 2. 3. 13 虽然 不 是 动态 系统 (2. 2. 2) 为 几何 速度 


H(x) || _ 


(2. 3. 32) 
“Tet 


$2.3 动态 系统 的 稳定 性 147+ 


稳定 的 充分 必要 条 件 , 但 从 证 明 过 程 可 以 看 出 ,它们 是 接近 必要 的 . 特别 
是 条 件 (2. 3. 32) 更 接近 必要 性 . 
定理 2.3.16 设 动态 系统 (2. 2.2) 中 的 变换 T(x) Bn Fikes W 
Ke: 
O) |] 7, æ) ll, Sc: |] xo ll, 十 c (7 一 1,2，… 和 一 1)， (2. 3. 33) 
HEP [0,20 WHR || + |, 为 某 适 当 的 向 量 范 数 ， 
Gi) T,(x) 满 足 
T,(x) = Ax + H(x), (2. 3. 34) 
且 参 数 矩 阵 4 和 变换 有 (x) 满足 定理 2. 3. 13 的 条 件 (i) 和 (ii), 或 者 满足 
(2.3.25) 式 ,其 中 向 量 范 数 上 | + | 与 (2. 3. 33) 式 中 的 相同 . 
则 动态 系统 必 在 某 有 界 集 LOR" 处 为 几何 速度 稳定 的 . 
证 明 G yx WH (2. 3. 34) 式 知 ,{y,} 满 足 如 下 动态 系统 : 
{y = Ay. +H) (> 1); 
if €D. 
由 定理 2. 3. 13 ,存在 R" PHARE L MBM OKY, K K000 F 
各 式 中 出 现 ,含义 可 不 同 ), 使 得 
ra L) < YEK rO L) + Ks], 


(2. 3. 35) 


从 而 
rmxosL) < Y'[Kir(xo L) + K2]. 
再 令 cox AHE 
rol) S YUK ro L) + Ki], 
从 而 
ett Rr K:]. 
依 此 类 推 , 可 证 明 对 任何 j<n, 有 
Tint (orb) <Y'[K r(x,,L) + Kz). (2. 3. 36) 
令 p=7", 由 (2. 3.33) 式 和 向 量 范 数 的 等 价 性 ,不 难 验证 ,对 任意 的 
j<n, 取 c=c/P'， =c WE 
r(x L) S Plr L) + cl. 
再 注意 到 ,对 于 任意 的 >n, ELE k>0 和 70,18 tkn j, AT h 
(2.3. 36) 式 可 得 
T toL) = Frati (orl) 


< [Kræ L) + Kz] 
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< OK plerro,L) + ci] + Ke} 
< “YEK cir (ao) + Kic, + p~ + Ky] 
= P[Kir(x,L) + Ki], 
HPK =K Kr=Kiceto!* Ke 上 式 即 为 (2. 3. 5) 式 .于 是 定理 得 
证 . 1 
以 上 我 们 讨论 了 动态 系统 (2. 2. 2) 在 某 有 界 集 LOR” 处 几何 速度 稳 
定 的 条 件 . 但 是 ,对 某 些 动态 系统 ,往往 很 难 判断 它们 是 否 满足 上 述 定理 
或 推论 的 条 件 . 不 过 ,对 一 维 连 续 动态 系统 ,判断 其 在 极限 点 和 极限 环 处 
的 几何 速度 稳定 有 如 下 准则 . 
定理 2. 3. 17 考虑 如 下 一 阶 一 维 连续 动态 系统 : 
Ti = 9 (1), 
{* ER. 
E GO=0. 9 (2) AIEEE FM (2), HIG (x)| 志 p<1， 则 动态 系统 
(2. 3. 37) 在 零点 是 几何 速度 稳定 的 . 
证 明 由 定理 的 条 件 可 得 : 
le (x)| = |e (a) — 9 0)| <plzl, VrER', 
即 动态 系统 (2. 3. 37) 是 压缩 的 . 从 而 由 定理 2. 3. 8 即 可 得 证 . 1 
推论 2. 3.18 ” 若 动态 系统 (2. 3. 37) 中 的 变换 p 有 连续 的 导数 , 且 当 
xE[a— ð a +6, (6, >0,6,>0) 8, 
gla)=a, |¢(x)| <1, 
则 动态 系统 (2. 3. 37) FE a 点 处 为 几何 速度 稳定 的 . 
证 明 是 显然 的 ,从 略 . 
注 2.3.19 由 定义 2.3.5 知 ,推论 2.3.18 中 的 点 集 {a} 实 际 上 是 动 
态 系统 (2. 3. 37) 的 局 部 稳定 极限 点 . 
推论 2.3.20 EDERE. 3. 37) 中 的 变换 p (xz) 有 周期 解 ai,…， 
a, B 


(2. 3. 37) 


Q (a;) = aiy 一 1 9)，aoil = Gis 
E p (2) AER SR 9Cz) H E 
lø la) ep a)l <1, 
则 {a1,… ,ay} 是 动态 系统 (2. 3. 37) 的 稳定 极限 环 . 
证 明 也 是 显然 的 ,从 略 . 
例 2.3.21 考虑 一 阶 一 维 动态 系统 


$2.3 动态 系统 的 稳定 性 249° 


x, = ar, + |x,_,|*sign(x,_,); 

(ra € R'. 
式 中 x 和 有 8 满足 lwj<1,0<8<1. 由 (2.3.38) 式 可 知 ,变换 P (z) 一 az 十 
|zlesign(z) 满 足 定理 2. 3. 13 的 条 件 , 从 而 动态 系统 (2. 3. 38) 在 某 有 界 
集 处 为 几何 速度 稳定 的 . 此 动态 系统 的 吸引 集 为 三 个 不 动 点 , 即 {0}、 
{一 一 0) VPA Aa) O 9) 由 直接 验证 可 知 ,{0} 不 是 稳定 的 
吸引 元 ,利用 推论 2. 3. 18 可 得 知 其 他 两 个 不 动 点 是 局 部 几何 稳定 的 . 

例 2.3.22 考虑 如 下 分 段 线性 动态 系统 : 


(2. 3. 38) 


etary, 42-20 (2.3.39) 
ny a + Ptr, 4a. <0, 
TER, 
其 中 系数 mw 和 B, 满足 如 下 条 件 : 
mw<l， B<1, ap <1. (2.3.40) 


首先 ,我 们 证 明 在 条 件 (2. 3. 40) 下 ,动态 系统 (2. 3. 39) 是 几何 速度 稳 
定 的 . 记 
Tay = P Cr) FAC )s 


其 中 
gla, D= al(a, È OT,- + Blt < Oz 


H(z = allar S0) + Bolla a <0), 
则 动态 系统 (2. 3. 39) 可 表示 为 : 
fai = Tr) + Hrs 
lane RL 
O 4la |<, B< 时 , 易 见 
IT(z)1= |e (1) + H(r)| 过 maxflal, pz 十 (eol 十 18) 
=pla| te, 
其 中 p = max{|a,|,{B,|}. c= lal + |l. 
故 由 定理 2. 3. 12 知 ,此 时 动态 系统 (2. 3. 39) 在 有 界 区 间 
L= {r+ |x| <c/A ~ p)} 
处 为 几何 速度 稳定 的 . 
GD 当 0<w<1.8 天 一 1 时 , 必 存 在 正 整数 9, 使 得 
of |B | =e<1. (2, 3. 42) 
Y r>a; "la| /A—a, Bt. H C2. 3. 4D RA 
qi= T(x) = ats 十 ao 


(2.3.41) 
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Say '\a|/U— a) +a > 0, 
a= T(x.) = |x, a = ax, + aa, + a 


> atja] — a) — Jaj/(1 —a,) >o. 


依 此 类 推 , 可 得 
a, = T(r) = At +H all Ha +e H) (2.3.43) 
fe fa, 
Ofer Xo te, wea Te Tr- 
(a) 0<a<1.-1< 8, <0 (b) 0<a<i A<- 


pe 


a n O To nm E ce a 


(c) a<—-1.0<Ai<l (d) a=l,a<0, <1 p0 
图 2.3.4 动态 系统 (2. 3. 39 PR EN E A EREE 
当 xo<—ay"|ay|/(1—a,) — | Bol Bt » H C2. 3.41) 式 有 
z= T(x) = Bix + Bo 
> |A lart la l/Q — a) + [Bobi | + Bo 
>a la |/ Q — a) > 0, 
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yz 一 了 (xi) =ar +a >00, 
n= T(x) = az, + a > 0, 


wegen (2. 3.44) 
T= Tz) = A Ha + ay + ee + a) 
= di Ba Hi Ba Hall +a + e + a’). 
联合 (2. 3. 43) 和 (2. 3. 44) 两 式 ,得 
T, (x) |< max (aja! } + 
IT, (2) |< m: 1A "|B |b lal +e (2.3.45) 


=plri| te, 
式 中 O<p<1. ¢ 为 适当 的 常数 . 故 由 定理 2. 3. 16 知 , 当 0<a<1, B< 
一 1 时 ,动态 系统 (2. 3. 39) 在 有 界 区 间 
L= {x: |x| <c/A— p)} 
处 为 几何 速度 稳定 的 . 
Git) 4 0<, <1. a<< 一 1 时 ,经 变换 = 一 zx, 后 , (2.3.39) 式 可 化 


3-7 Ba + BiZa MZ- > 0; 
-atan 当 工 -1 性 0. 
于 是 ,类 似 于 (ii) 的 讨论 知 ,存在 一 有 界 区 间 , 使 得 动态 系统 (2. 3. 39) 在 
其 处 是 几何 速度 稳定 的 . 
类 似 地 可 证 明 , 在 (2. 3. 40) 的 其 他 情况 下 ,动态 系统 (2. 3. 39) 也 是 几 
何 速度 稳定 的 . 详细 的 讨论 留 给 读者 . 
下 面 ,我 们 证 明 条 件 (2. 3. 40) 也 是 动态 系统 (2. 3. 39) 为 几何 速度 稳 
定 的 必要 条 件 . 为 证 此 事实 ,分 以 下 不 同情 况 进行 讨论 . 
GQ) 若 w>1, 则 必 存 在 wa 之 0, 使 得 (w 一 1)a 十 mw>0, 从 而 , 当 zo>a 
时 ,由 (2. 3. 39) 式 得 
a= Ta) = ar, +a = to + (a — Drot a > To, 
m= Tr) = |r, $a, =2,+ (a Cm Dr +H >X, 


依 此 类 推 ,有 
z, =T) =, 当 ! 一 co 时 . 
上 式 表明 动态 系统 (2. 3. 39) 是 发 散 的 ,从 而 不 可 能 为 稳定 的 ,更 不 可 能 为 
几何 速度 稳定 的 . 
Gi) 车 之 1, 则 用 类 似 于 (i) 的 方法 可 证 明 , 动 态 系统 (2. 3. 38) 不 可 
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能 是 几何 速度 稳定 的 . 
GID H a= 1, H a> 0. URE ze 之 0, 都 有 
T, (a) <T, (£o) + 0, 4 t — co Bf. 


Ë a=1, M ww 一 0, 则 动态 系统 (2. 3. 39) 的 吸引 集 工 忆 (0,co). 由 性 
质 2.3.4 知 ,动态 系统 (2. 3. 39) 不 是 稳定 的 . 
若 a=1 且 ww<0, 按 照 对 动态 系统 (2.3.10) 的 讨论 知 ,动态 系统 


(2. 3. 39) 不 是 几何 速度 稳定 的 . 

Civ) 对 B=1, 而 B>0.,8=0 或 B 一 0 的 情况 , 依 (iii) 的 证 法 可 知 ， 
动态 系统 (2. 3. 39) 不 是 几何 速度 稳定 的 . 

(Vv) 若 w<1,8<1, 但 wmwB >1, MBF a<0 A B,<0,R# a, >0, 
和 >0. 不 妨 只 讨论 w>0 H A> 的 情况 . 前 一 情况 可 类 似 地 讨论 . 由 于 
apl K a>0, P >0 MYA a> KAAS. HEREC 
知 , 不 论 a 1 EE Al DERA. 3. 39) 都 不 是 几何 速度 稳定 的 . 

综 上 所 述 ,条件 (2. 3. 40) 是 动态 系统 (2. 3. 39) 为 几何 速度 稳定 的 充 
要 条 件 . 

例 2.3.23 继续 例 2. 2. 12 的 讨论 ,在 此 讨论 动态 系统 (2. 2. 24) 的 
稳定 性 . 如 $2.2 中 所 述 ,动态 系统 (2. 2. 24) 的 吸引 集 为 L={(c,c)": 
0<c<1}), 而 且 每 个 元 素 (c,c)' 都 是 极限 点 . 它 的 吸引 域 为 某 个 椭圆 轨道 
在 DD 中 的 部 分 ( 见 图 2.2.4). 由 此 可 见 ,它们 都 不 是 定义 2. 3.6 所 定义 的 
稳定 不 动 点 . 

我 们 还 要 指出 一 点 : 当 动 态 系统 (2. 2. 2) 中 的 D 为 有 界 闭 集 时 ,如 
§ 2. 2 中 的 例 2. 2. 12 中 的 D=[0,1]X[0,1], Z xE D 为 何 值 ,动态 
系统 (2. 2. 2) 的 迭代 序列 是 有 界 序列 . 从 而 必 在 D 中 有 极限 点 . 所 以 在 此 
情形 下 ,动态 系统 (2. 2. 2) 的 吸引 集 不 会 是 空 集 . 但 是 当 D 为 无 界 集 时 ， 
例如 动态 系统 (2. 1. DP D=R', 则 动态 系统 的 吸引 集 可 能 是 空 集 . 比如 
动态 系统 (2.1. 1) 的 情况 (ii) 就 是 如 此 . 如 果 在 动态 系统 (2. 2. 2) 中 不 仅 
DD 为 有 界 闭 集 ,而 且 7 还 是 连续 的 , 则 吸引 集 还 有 更 多 的 性 质 ,读者 可 参 
阅 文献 [106]. 

例 2.3.24 考虑 如 下 分 段 线性 动态 系统 : 

省 
(一 0.9z -is 当 zz-; 二 0， 
vE R. 
取 r=r. =a<0, FEH 


(2. 3.46) 
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=— 0. 9a > 0, 
zs=— 0.97, = (— 0. 9)a < 0, 
i= 1.82, — 0.92, = 200.9)'a + (0. 99a < 0, 
— 2.8(0.9)a > 0, 

a= — 0. 9r, = 2.800. 9)'a < 0, 

z= 1.87; — 0.97, 

= 1. 8(2. 8) (0. 9)'a + (2. 8) (0. 9)'a < 0. 

依 此 类 推 可 知 : 


Ti 一 一 0.9zx 


T= 一 0.925 


Lum- >O, Tuez LOs Tug <O. 
并 且 当 :一 cc 时， 
|z,| 一 œ. 
从 而 动态 系统 (2. 3. 46) 有 发 散 点 , 故 不 可 能 稳定 . 
值得 指出 的 是 :动态 系统 (2. 3. 46) 是 由 两 个 线性 系统 组 成 的 分 段 线 
性 系统 ,而 且 每 个 线性 系统 都 在 零点 处 稳定 . 但 是 由 它们 组 成 的 分 段 线性 
系统 (2. 3. 46) 却 不 是 稳定 的 . 
作为 本 章 的 结束 ,我 们 再 举 一 例 ,初步 阐释 非 线性 动态 系统 与 分 形 几 
何 的 关系 ,在 8. 3 中 ,我 们 要 进一步 讨论 非 线性 时 间 序 列 与 分 形 维 数 的 
联系 . 
例 2.3.25 考虑 如 下 二 维 动态 系统 
fx =T(x,.) @21); 


i (2.3.47) 
|x € Ry 
其 中 = (Piasta) 
rea | = ia — ua te f 
Px 2z ~ Toui bee 
由 (2.3.47) 式 可 知 
X= Iiu- T Thu- H Cis (2. 3.48) 
av 一 27 ~ Tre + er (2. 3.49) 


以 上 两 式 中 的 <, Me, 是 常数 参数 . 
如 果 记 Stiu tire =c tice 为 复数 , 则 由 (2. 3. 48) 和 (2. 3. 49) 

式 可 得 如 下 等 价 的 复 值 动 ? 
z = z, He =R.) CS); 


(2. 3. 50) 
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式 中 Q(z)=z? 十 c,Z 为 复 平面 . 对 比 (2. 3. 47) 式 和 (2. 3. 50) 式 可 知 ,后 
者 仅 是 前 者 的 复数 表示 ,即将 (2. 3. 47) 式 中 x, 的 第 一 分 量 当 作 实 数 部 
分 ,第 二 分 量 视 为 虚数 部 分 ,就 可 得 到 复 值 动态 系统 (2. 3. 50), 它 与 
(2. 3. 47) 是 完全 等 价 的 . 但 是 研究 复 值 动态 系统 (2. 3. 50) 的 吸引 集 和 吸 
引 域 会 更 有 意义 ,也 更 方便 . 
首先 考虑 c=0 的 情况 , 即 (2. 3. 50) 式 为 
ples CEN (2.3.51) 
zoEZ. 
易 见 , 当 took}: 
G) 车 |zo| 过 1, 则 z, 一 0; 
Gi) Fl zo|>1, 9 |z, | 005 
Git) H | zo|=1, MM |x.) =1. 
以 上 三 条 表明 了 复 平面 的 原点 z。=0 是 动态 系统 (2. 3. 51) 的 极限 点 ,也 
ERO = 的 不 动 点 .这 里 所 称 的 极限 点 以 及 以 下 的 极限 环 等 , 既 可 理 
解 为 相应 的 动态 系统 (2. 3.47) 的 极限 点 和 极限 环 ,也 可 理解 为 $ 2. 2 中 
极限 点 和 极限 环 在 复 值 动态 系统 的 推广 . 根据 上 面 的 性 质 (i) 还 可 知 ， 
zxo=0 的 吸引 域 为 单位 圆 的 全 体内 点 , 即 {z:|z|<<1}. 再 根据 性 质 (ii) 知 ， 
若 将 无 穷 远 点 视 为 另 一 个 吸引 点 , 则 {z:|zx|> 之 1} 是 其 吸引 域 . 最 后 根据 
(iii) 知 ,车 以 单位 圆周 上 的 点 x 一 es 为 出 发 点 , 则 由 (2. 3. 51) 式 迭代 的 
序列 {z,} 都 在 单位 圆周 上 . 若 记 ze ,并 限定 0<0.<1, 由 (2. 3. 51) 式 
可 知 ,b 满足 如 下 的 迭代 关系 式 , 即 
0, = 20, mod(1) (> 1); 
i € [0,1). 
动态 系统 (2. 3. 52) 与 (2. 2. 13) 式 相同 ,关于 对 它 的 吸引 集 的 讨论 可 见 例 
2.2.9. 
如 果 只 将 有 穷 极限 作为 极限 点 ,那么 动态 系统 (2. 3. 51) 的 吸引 集 为 
Lio = {z:|z| = 1} U {0}, 
式 中 足 标 “0” 表 示 (2. 3. 50) 式 中 的 c=0. 又 依 上 述 的 性 质 (iD~ Gili) A, Lo 
的 吸引 域 为 


(2. 3. 52) 


Ar(Lo) = iz: |z| <1}. (2. 3. 53) 
下 面 简单 讨论 动态 系统 (2. 3. 50) 中 c 天 0 的 情况 . 
G) 4 cA0 时 ,变换 Q(z) 二 =z? 十 c 有 任意 长 度 的 周期 解 . BW Q(z) 
=: 总 在 Z 中 存在 解 , 从 而 必 有 周期 为 1 的 解 .为 了 证 明 Q(z) 有 长 度 为 p 
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的 周期 解 ,只 要 证 明 Q(z) 经 p 次 迭代 后 的 函数 Q,(z)=z 在 Z 中 有 和 解 即 
可 ,而 这 是 显然 的 . 

Gi) 依 上 面 的 性 质 又 知 ,Q(z) 的 吸引 
SAAS IAT QC) =z +c 的 吸引 集 的 
吸引 域 也 非 空 . 

Gii) 对 于 固定 的 #0, RBC. 3. 50) 
式 中 的 初 值 zo 的 模 足 够 大 , 当 1 一 oo 时 , 必 
有 |z,| 王 0. 为 说 明 这 一 事实 , 记 = |z,|， 
p= |c|1.9>0 为 任意 固定 的 常数 . 当初 值 
满足 

Jeol? — lcl=7n—-p>rn+6 


= 


(2.3.54) 
并 注意 到 之 0 时 ,上 式 与 下 式 等 价 , 即 。 图 3 5 COs 的 吸引 域 
leo] =r > E1 + A + 4p + 499"), (2.3.55) 
则 z =Q) =zite 必 满 足 
n= jz) = lei te] > lzol?— lel =r- porn +ò 
> Fut G+ 4p + 48)"”). (2. 3.56) 


此 式 表明 了 若 视 z 为 (2. 3. 50) 式 的 初始 值 时 , 它 也 满足 (2. 3. 54) 和 
(2. 3.55) 式 ,从 而 类 似 于 (2. 3. 56) 式 的 推导 ,又 有 


n= |z| = |zl*— lel 
Sri- pan +> EN + A + 4p 40). 


于 是 用 归纳 法 可 得 
n= jal = Isl lel = rh >r Her 


> Ft a+ det 4). 


利用 上 式 中 的 7,>r,-1 十 6, 又 可 得 
r= la| >ra td > > ry +t + co, 当 t 一 品 时 . 
(iv) 根据 上 述 结果 又 知 Q(z) = +e 的 吸引 集 是 有 界 集 , 不 妨 记 为 
Le 又 由 于 对 任何 足够 大 的 ro= |zo| 而 言 ,iii) 的 结论 都 成 立 , 所 以 , 志 . 的 
吸引 域 也 是 有 界 集 . 
除了 以 上 较 简单 的 结论 外 ,要 了 解 Q(z) 二 z* 十 cl(c 关 0) 有 哪些 吸引 
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元 ? 各 自 的 吸引 域 是 什么 ? 则 是 非常 复杂 的 事 。 这 里 仅 举 一 两 个 例子 来 
说 明 其 复杂 程度 . 
4 c=—0. 12375+0. 56508; 时 ，z? 十 c= 二 z 有 两 个 解 ,它们 是 
Zo = 1. 2249995 — 0. 38710497; 
zu 一 0, 2249995 + 0. 38710491. 
回忆 (2. 3. 47) 和 (2. 3. 50) 的 等 价 关系 ,可 知 动态 系统 (2. 3. 47) 有 如 下 两 
个 不 动 点 : 


1. 2249995 | / 0. 2249995 
=| — o. 3871049] ° 7” 7 (o. | 

求 动态 系统 (2. 3. 47) 中 变换 T 的 偏 导 数 ,得 

aT _ na n) 

Er A T x i 
不 难 验证 ,3T/ax|。-。 的 特征 值 的 模 都 小 于 1 TORE A T/2 x leor, , 却 并 非 
如 此 . 由 此 可 知 ,xow 是 动态 系统 (2. 3.47) 的 稳定 不 动 点 ;而 xo 却 不 是 稳定 
的 . 从 而 在 动态 系统 (2. 3. 50) 中 ,zo 是 稳定 的 不 动 点 ,而 zo 则 不 是 稳定 
的 .此 时 ,zo 的 吸引 域 是 包含 zo 点 的 一 个 连通 集 , 如 图 2. 3. 6 所 示 . 


— 
下 


© a 


P 


o 


Æ 2.3.6 Q(z)=2?— 0. 12375+0. 56508; (WR 41I 


从 连通 性 看 ,这 与 < 一 0 时 的 情况 相似 .在 c= 0 BY 20=0 是 稳定 不 动 
点 ,其 吸引 域 为 {z : |z|<1} 也 是 连通 集 。 但 是 它们 又 有 着 本 质 性 的 差别 . 
吸引 域 {z : |z | 过 1} 的 边界 为 {z : |z| 一 1)( 见 图 2. 3.5) ,其 周 长 为 2x. 而 
zoz 的 吸引 域 ( 见 图 2. 3. 6) 的 边界 长 度 为 无 穷 大 . 当 细 看 图 2. 3. 6 的 边界 
时 , 若 将 它 放 在 放大 镜 下 看 .其 边界 的 曲折 形状 与 原来 一 样 . 这 样 的 集合 
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属于 分 形 几何 学 所 研究 的 内 容 . 图 2. 3. 6 还 告诉 我 们 ,变换 Q(z) Hz? +e 
的 其 他 吸引 元 都 落 在 曲折 的 边界 线 上 ,而 边界 的 外 部 诸 点 被 Q(z) 反 复 迭 
代 而 向 无 穷 远 发 散 . 

对 于 某 些 c 值 而 言 ,Q(z)=z* 十 c 的 吸引 集 工 的 吸引 域 的 边界 可 以 
不 是 连通 集 . 如 图 2. 3.7 所 示 的 某 个 Q(z) 的 吸引 域 ,其 边界 并 不 连接 . 


图 2.3.7 Q(z:) 一 : 一 0.194 十 0.6557i 的 吸引 域 


=O —0.2 0 0.20.40.60.8 ` 


图 2.3.8 BH Q(2)=z' +e 的 Mandelbrot 集 
图 中 复数 平面 的 范围 是 一 2. 24<Re c<0. 8,—1. 2 一 Im <1. 2. 
此 图 反映 不 同 参 数值 c 的 各 种 类 型 边界 之 间 的 有 序 性 


如 果 我 们 将 动态 系统 (2. 3. 50) 中 的 参数 c 分 为 两 类 :一 类 是 使 Q(z) 


“58 第 2 章 离散 动态 系统 概述 


的 吸引 域 的 边界 为 连通 集 ; 另 一 类 是 使 Q(z) 的 吸引 域 的 边界 为 不 连通 
的 . 在 复 平面 Z 上 ,把 第 一 类 中 的 c 构成 的 集合 着 黑色 ,其 补 集 为 构成 第 
二 类 < 值 的 集合 ,如 图 2. 3. 8 所 示 . 第 一 类 中 的 c 构成 的 集合 称 为 Man- 
delbrot 集 ( 见 文献 [87]). 

通过 以 上 对 动态 系统 (2. 3. 50) 亦 即 对 动态 系统 (2. 3. 47) 的 简单 讨 
论 , 可 以 看 到 如 此 简单 的 二 维 动态 系统 ,它们 的 吸引 集 和 吸引 域 的 结构 竟 
是 如 此 复杂 和 丰富 多 彩 . 揭示 这 些 特征 不 仅 要 舍 理 论 分 析 , 更 要 借助 于 现 
代 的 计算 技术 . 这 些 内 容 都 属于 近代 较 活跃 的 分 形 几 何 学 领域 . 读者 可 参 
阅 文献 [87J 和 [120]. 


非 线性 时 间 序 列 模型 


本 章 介绍 近年 来 比较 深入 研究 的 有些 已 被 广泛 应 用 的 非 线 性 时 间 
序列 模型 . 当然 ,这 些 模型 还 不 能 详尽 地 描述 内 容 丰 富 的 非 线 性 时 间 序 
BM. 为 了 分 清 这 些 非 线 性 时 间 序列 模型 在 时 间 序 列 分 析 中 的 作用 和 局 限 
性 ,我 们 在 8$ 3. 1 中 先 对 时 间 序 列 的 分 类 作 一 概述 . 


8$3.1 时 间 序 列 分 类 概述 


在 第 1 章 中 ,我 们 讨论 了 时 间 序 列 依 平稳 性 的 分 类 . 本 节 将 对 时 间 序 
列 的 分 类 作 更 广泛 的 讨论 . 

首先 ,时 间 序 列 {z,,t+ET}) 可 按 z 的 取 值 分 类 . x. 可 为 随机 变量 ,随机 
向 量 ,或 更 抽象 空间 的 随机 元 . 本 书 主要 讨论 随机 变量 的 情况 . 虽然 有 时 也 
涉及 随机 向 量 的 情况 ,但 其 目的 仅 在 于 处 理 高 阶 自 回归 时 间 序 列 模型 . 

时 间 序 列 也 可 按时 间 的 取 值 范围 分 类 ,例如 : 的 取 值 范围 了 可 以 是 
所 有 正 整 数 ,这 是 “时 间 ” 的 本 来 含义 ,也 可 推广 到 二 维 整 数 对 或 更 高 维 的 
情况 . 这 时 ,“ 时 间 ” 实 际 上 是 空间 . 有 时 将 高 维 情况 称 为 < 时空”, 其 含义 
是 :t 的 第 一 分 量 表 示 “ 时 间 ”, 其 他 分 量 则 表示 “空间 ” 总 之 ,i 为 高 维 时 ， 
“时 间 "? 序 列 实际 上 是 场 序列 ,或 者 是 时 空 序列 . 本 书 只 讨论 : 为 整数 的 情 
况 . 当然 ,本 书 的 理论 .方法 和 技巧 对 研究 其 他 的 情况 可 能 也 有 所 借鉴. 

时 间 序 列 还 有 其 他 分 类 ,最 重要 的 是 平稳 与 非 平稳 ;也 可 按 其 矩 的 性 
质 进行 分 类 ,这 主要 是 在 理论 分 析 中 使 用 . 用 高 阶 矩 研究 非 线 性 时 间 序 列 
已 在 $1.3 中 叙述 过 了 . 

对 于 平稳 序列 ,有 线性 与 非 线 性 的 分 类 ,这 是 本 书 讨论 的 重点 . 时 间 
序列 的 “线性 性 ”的 定义 不 止 一 种 , 随 着 对 非 线性 时 间 序列 的 深入 研究 , 关 
于 线性 性 的 不 同 涵义 的 界定 是 不 容 忽 视 的 . 下 面 我 们 通过 例子 来 说 明 这 
-à 点 . 

考虑 如 下 的 时 间 序 列 : 
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z= a+ Die. .这 e+ D, (3.1.1) 


Ee) A HRE JEJ e 服从 正 态 NO, 1) 分 布 ,参数 a 和 PB 满足 a 十 
去 1. 易 见 ,(3. 1.1) 式 定义 的 随机 级 数 在 均 方 意义 下 是 收敛 的 , 且 

Ex,= 0, 

Exi= (1 — & — F ' < 00, 
容易 验证 时 间 序 列 (3. 1. 1) 是 平稳 的 ,但 是 按 定义 1. 2. 1 知 , 它 不 是 线性 
的 . 另外 ,用 直接 验证 可 知 ,z, 满足 如 下 随机 模型 

研一 or-l 十 有 Br-ie 十 6 (3.1.2) 
由 后 面 $ 3. 4 中 的 讨论 可 知 ,模型 (3. 1. 2) 属 于 双 线性 模型 ,是 一 类 非 线 
性 时 间 序列 模型 . 但 是 ,由 (3.1. 1 和 (3. 1.2) 式 根据 (1.4. 1) 式 计算 xz 的 
一 步 条 件 期 望 预报 ,可 得 到 
Te) = Ef Enti |En Ta" } 
= Ela, + Bzrsenri + Enpi lErEn) 
不 难 验 证 ,对 满足 (1.4. 2) 式 的 zx; (1), 有 
cn GD) = 2,(1) = az, 
这 就 表明 ,从 预报 的 观点 来 看 ,由 (3.1. 2) 式 确定 的 时 间 序 列 {z} 是 预报 
线性 序列 . 
通过 上 述 分 析 可 知 , 在 第 1 章 中 给 出 的 线性 序列 的 两 种 定义 确 有 不 
同 的 涵义 ,应 当 加 以 区 分 ,这 与 8$ 1. 4 中 的 新 息 序列 的 假定 的 分 类 是 有 关 
的 . 在 以 后 有 关 模 型 结构 和 预报 的 章节 中 ,我 们 要 仔细 讨论 这 些 内 容 . 
按 一 步 预报 性 质 ,也 可 对 时 间 序 列 进行 分 类 , 即 按 
aL) 王 巨 (zi|zooze-i… =E P (TT 1 ) (3.1.3) 
中 的 预报 函数 p 进行 分 类 . 
当 预 报 函 数 p 仅 依赖 于 zx,z,。 it ote PART BA BY 


zl)= E{xn |La rs) 


GLO 
=E P (Tarai tTn- pti) 
时 , 则 由 (1.4.4) 式 知 ,新 息 序列 按 下 式 定义 : 
esti = Lasi — Za). (3.1.5) 
于 是 有 
Tuo 一 P (Lay Lui 90 Laps) F ent ie (3. 1. 6) 


因此 ,如 果 时 间 序 列 {z,} 的 预报 函数 9 仅 依赖 于 p 个 历史 值 , 即 (3. 1. 4) 
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式 成 立 , 则 称 其 为 户 阶 自 回归 序列 . 否则 , 称 其 为 无 穷 阶 自 回 归 序 列 .这 
时 ,对 时 间 序列 {z,} 的 进一步 的 分 类 ,要 依赖 于 预报 函数 "的 形式 和 新 息 
序列 {e,} 的 假定 . 若 p 被 有 限 个 参数 所 决定 , 则 称 (3. 1. 6) 为 参数 模型 ; 若 
9 是非 参数 型 的 任意 函数 , 则 称 (3. 1. 6) 为 非 参 数 模型 . 而 参数 模型 又 有 
线性 与 非 线 性 之 分 . 这 些 已 在 8 1. 3 中 有 过 讨论 了 . 下 面 从 分 类 角度 再 来 
分 析 新 息 序列 {e,} 的 不 同 假定 的 作用 . 

如 果 {e} 被 假定 为 平稳 黄 差 序列 , 则 是 对 模型 (3. 1. 6) 的 一 种 较 粗 略 
的 分 类 , 比较 精细 的 分 类 需要 对 {e,} 作 进一步 的 假定 . 例如 ,最 有 用 的 一 
类 假定 是 


e, = ES (I-19 Tip) (3.1.7) 
其 中 {e } 为 白 噪 声 序 列 . 这 就 导致 以 下 更 精细 的 模型 : 
Li = pT Lp) + ESCE Ts). (3.1.8) 


值得 指出 的 是 ,在 (3. 1.7) 式 中 仍 可 假定 {s }) PF BR FF BE ,我 们 
又 称 (3. 1.7) 式 是 一 个 较 粗略 的 分 类 . 因为 ,如 果 假 定 {e} 是 一 个 白 躁 声 
序列 ,这 就 意味 着 除了 一 维 分 布 未 知 外 ,对 {e} 的 概率 结构 完全 给 定 了 . 
所 以 关于 时 间 序列 模型 的 假定 , 当 它 仅 依赖 于 一 个 白 噪声 序列 时 , 才 算是 
比较 精细 的 模型 . 从 这 一 观点 来 看 , 当 模型 (3. 1. 6) 中 的 {e,} 被 假定 为 白 
噪声 序列 时 ,模型 (3. 1. 6) 才 为 精细 的 模型 . 在 {e,} 被 假定 为 平稳 扶 差 序 
列 时 ,除了 引用 (3. 1.7) 式 的 假定 外 ,其 他 类 型 的 假定 尚未 有 讨论 . 

从 上 述 讨 论 可 见 , 在 $1.4 中 以 zx,(1)=x; (1) 作 为 时 间 序 列 线性 性 
的 定义 时 ,实际 上 并 没有 对 序列 的 结构 给 出 精确 的 界定 . 而 定义 1.2.1 所 
定义 的 线性 性 ,不 仅 保证 了 其 预报 的 线性 性 ,而 且 它 还 是 一 白 噪声 序列 的 
滑动 和 . 这 就 使 得 时 间 序 列 的 结构 的 假定 比较 精细 了 . 由 此 不 难 理解 ， 
(3.1. 1) 式 定义 的 时 间 序 列 在 预报 意义 下 为 线性 序列 ,而 在 定义 1.2.1 的 
意义 下 不 一 定 是 线性 序列 . 从 此 意义 上 说 ,定义 1. 2. 1 的 线性 序列 是 比较 
精细 的 分 类 . 

在 非 线 性 时 间 序列 中 ,除了 按 (3. 1. 6) 式 中 的 预报 函数 o 和 新 息 序 列 
{e,} 进 行 分 类 外 ,还 有 类 似 于 线性 序列 中 LAR LMA 和 LARMA 序列 在 
非 线性 情况 下 的 各 种 推广 . 这 些 模型 至 少 有 两 种 来 源 ,一 种 是 形式 地 从 线 
性 模型 推广 到 非 线性 ; 另 一 种 是 从 实际 中 的 微分 方程 附带 噪声 项 所 引出 
的 随机 差分 方程 ,它们 可 能 呈现 出 NLARMA 模型 的 形式 .关于 这 些 模 
型 的 分 类 ,平稳 性 和 遍历 性 的 讨论 是 对 相应 的 线性 模型 的 推广 . 需要 指出 
的 是 ,满足 这 些 模型 的 时 间 序列 ,即使 是 平稳 的 ,它们 的 预报 函数 也 不 
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一 定 属于 前 述 的 有 限 阶 的 情形 ,多 数 是 无 穷 阶 的 
在 这 一 节 中 关于 时 间 序列 的 分 类 ,仅仅 涉及 了 本 书 以 后 章节 中 提 到 
的 非 线 性 模型 ,只 能 算 作 对 时 间 序 列 的 初步 分 类 . 


§3.2 ”可 加 噪声 模型 


在 8 3. 1 中 ,我 们 从 预报 角度 对 时 间 序列 进行 分 类 时 ,引出 了 非 线性 
自 回归 模型 (3. 1. 6). 如 第 1 章 中 所 述 ,从 预报 观点 来 看 ,模型 (3. 1. 6) 中 
的 {e} 只 宣 被 假定 为 平稳 鞭 差 序列 ,从 而 还 不 能 对 模型 (3. 1. 6) 作 出 较 精 
确 的 界定 ,例如 在 {e'} 为 平稳 鞭 差 序列 的 假定 下 ,模型 (3. 1. 6) 至 少 包括 
了 形 如 (3. 1.8) 式 的 模型 ,其 中 函数 $ 还 可 有 多 种 类 型 的 选择 . 所 以 本 节 
所 论 及 的 可 加 噪声 模型 ,是 指 模型 (3. 1. 6) P (e) 为 白 噪声 序列 的 情况 . 
此 类 可 加 噪声 模型 按 对 9 的 不 同 假定 ,可 分 为 参数 、 非 参数 和 半 参 数 三 类 
模型 . 


一 、 非 参数 自 回 归 模 型 
非 参 数 自 回 归 模 型 的 一 般 形 式 为 
L, = Q (Liis Tip) + Es (3. 2.1) 
HEP pH R BR 的 可 测 函 数 ,{e } 为 白 噪 声 序 列 , 满 足 条 件 (1. 3. DR, 
即 
See Eg = 0? < œ; (233) 
e Bix, s <t) 相互 独立 . 
模型 (3. 2. 1) 还 有 如 下 两 种 特殊 情况 ; 
(一 ) 可 加 非 线性 自 回归 模型 (Additive Nonlinear Autoregression) 
可 加 非 线性 自 回 归 模 型 定义 为 
ti = e + fn) + 二 fr) F S (3. 2.3) 
其 中 为 常数 ,f/;(i 二 1,…, 思 ) 为 p 个 一 元 非 参 数 型 的 未 知 函数 ,{&) 为 白 
噪声 序列 ,满足 (3. 2. DR. 为 了 简便 ,把 模型 (3. 2. 3) 记 为 ANLAR(p) 模 
型 ,p 称 为 模型 (3. 2.3) 的 阶 数 . 
(二 ) 函数 系数 自 回 归 模 型 (Functional Coefficient Autoregression) 
函数 系数 自 回归 模型 定义 为 
z= fra rit t Sat (3.2.4) 
其 中 为 常数 ,f,(i 二 1,…, 记 ) 为 个 一 元 非 参 数 型 的 未 知 函 数 ,0<d<p 
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为 整数 , 称 为 延迟 参数 ,ie } 为 白 噪 声 序列 ,满足 (3. 2. DR. 为 了 简便 ,把 
模型 (3. 2. 4) 记 为 FCAR(p,d),p 称 为 模型 (3. 2. 4) 的 阶 数 . 
模型 (3. 2. 4) 可 以 很 好 地 解释 为 一 维 局 部 线性 近似 . 具体 地 说 ,如 果 
函数 Sir S, 都 较 光滑 , 则 在 xz，4 的 邻 域内 可 用 常数 值 近 似 . 在 这 情况 ， 
当 zs 属于 x =a 的 邻 域 时 ,(3. 2.4) 式 可 近似 地 表 为 
ti = c + flax, +o + fla)zr ,te. (3. 2.5) 
这 一 想法 与 以 下 的 (3. 2.7) 式 所 述 的 门限 自 回 归 模 型 很 近似 ,并 且 这 两 类 
模型 的 拟 合 方法 也 有 相似 之 处 . 
模型 (3. 2. 1) 中 的 函数 未 被 限定 类 型 ,为 了 理论 研究 或 统计 分 析 的 
方便 ,可 对 9 的 光滑 性 作 某 些 假定 ,例如 设 9 为 分 片 连续 函数 ,连续 函数 ， 
或 者 连续 可 微 函 数 等 . 为 了 保证 模型 (3. 2. 1 ) 有 平稳 解 和 遍历 性 ,还 需要 
KAR 8 满足 适当 的 约束 条 件 . 此 外 ,模型 (3. 2. 1) 的 结构 还 与 白 噪 声 e 
的 一 维 分 布 有 关 . 这 些 内 容 都 将 在 第 4 章 中 讨论 . 在 此 还 需 指 出 , 当 9 为 
非 线性 函数 时 ,即使 4e } 为 正 态 白 噪声 序列 ,而 由 (3. 2. 1) 式 确定 的 随机 
序列 也 不 一 定 是 正 态 序列 . 
满足 模型 (3. 2. 1) 的 时 间 序 列 {z,} ,其 被 观测 到 的 样本 序列 在 一 定 意 
义 下 表现 着 模型 (3. 2. 1) 的 特征 . 由 于 函数 9 和 & 的 分 布 是 未 知 的 ,根据 
模型 (3. 2. 1) 的 样本 序列 透视 模型 的 特征 ,是 对 该 模型 进行 统计 分 析 的 重 
要 依据 . 这 些 内容 将 在 第 6 章 进行 讨论 ,在 此 先 举 一 例 来 说 明 由 (3. 2. 1) 
式 产生 的 样本 序列 的 特征 . 
例 3.2.1 考虑 如 下 一 阶 非 线 性 模型 
=p te (3. 2.6) 


其 中 0 二 a<2,16) 为 正 态 白 噪声 序列 , 且 满 足 (3. 2. DR. 由 (3. 2. 6) 式 可 
产生 {zx} 的 模拟 样本 序列 (不 妨 取 xo。 二 0), 图 3. 2. 1 给 出 了 样本 序列 随时 
间 变 化 的 图 形 和 直方 图 . 图 3. 2. 2 给 出 了 (xz AE. 当 我 们 得 到 模 
型 (3. 2.6) 的 样本 序列 时 ,如 果 不 知道 9 (xz) 二 ax/(1 十 Tz*) 和 {&} 服 从 正 态 
分 布 等 真实 信息 , 那 末 通过 图 3. 2. 1 和 图 3. 2. 2 去 分 析 9 的 形状 特征 是 有 
益 的 . 当然 ,对 于 高 阶 非 线性 模型 ,利用 上 面 的 绘图 方法 去 观察 分 析 序 列 的 
特征 会 碰 到 困难 . 处 理 高 阶 自 回 归 序 列 的 一 些 近似 手段 将 在 以 后 讨论 . 


二 、 参 数 型 自 回归 模型 
当 自 回归 模型 (3 2. 中 的 函数 9 属于 指定 的 函数 交 ， 但 含有 有 限 个 
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未 知 参数 时 , 则 称 其 为 参数 型 自 回 归 模 型 . 它 的 一 般 形式 为 

L, = Q (zz-os6) 十 5 (3. 2.7) 
其 中 98= (05-6. €O 是 未 知 参数 ,其 维 数 ， 可 与 模型 (3. 2. DHA 
BRAR E, {e.} 为 白 噪声 序列 ,满足 (3. 2. 2) 式 . 


e PEAY SAREN a E fe 
20) 
18 
16 
14 
12 
10} 
8 
6 
4 
2 
0 
=f os —2 0 ] 2 3 
O 样本 序列 的 直方 图 
图 3.2.1 


按照 统计 学 中 参数 模型 的 概念 ,在 (3. 2.7) 式 中 ,关于 & 的 分 布 也 应 
假定 为 由 有 限 个 参数 所 决定 . 这 样 , 模 型 (3. 2. 7) 在 {s} 为 白 噪声 序列 的 
总 前 提 下 ,除去 ”属于 某 指定 的 函数 类 之 外 ,s 的 分 布 也 属于 某 指定 的 分 
布 类 ,上 被 有 限 参数 所 决定 ,这 样 模型 (3. 2. 7) 的 全 部 结构 仅 被 有 限 个 参 
数 所 唯一 确定 . 例如 ,假定 模型 (3. 2.7) 中 的 6 RAES NO, o) 
型 (3. 2.7) 的 概率 结构 就 被 参数 (9,o*) 所 唯一 确定 .但 是 ,在 时 间 序 列 分 
析 中 ,人 们 关心 的 是 模型 (3. 2. 7) 中 函数 "的 估计 问题 ,而 对 s 的 分 布 的 
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估计 间 题 较 少 关心 . 所 以 只 假定 为 有 限 参 数 型 时 也 称 (3. 2. 7) 式 为 参数 
RRA. 
如 果 y 是 zx-,,…,z,-, 的 线性 函数 , 即 模型 为 线性 自 回 归 模 型 时 ， 
(3. 2.7) 式 一 定 是 参数 型 的 . 参数 6 的 维 数 仍 可 不 同 于 阶 数 p. 例如 朴 系 
数 LAR(12) 模 型 ( 见 文献 [2]) 
T, = Qt,- + OT, -12 + Eo 


其 中 p=12, s=2, 9= (0,,6,)". 


图 3.2.2 RIEA Cr, 1) 的 图 形 


当 9 被 指定 为 不 同 函 数 类 时 ,(3. 2. 7) 就 表现 为 不 同 的 非 线 性 自 回 归 
模型 . 下 面 介绍 几 类 研究 得 较 多 、 且 应 用 较为 广泛 的 非 线 性 自 回归 模型 . 

(一 ) 分 片 线性 自 回归 模型 

将 空间 R 分 割 成 /个 互 不 相交 的 子 集 ,使 得 9 在 每 个 子 集中 为 线性 
函数 ,这 样 的 函数 称 为 分 片 线性 函数 . 由 分 片 线性 函数 p 生成 的 时 间 序 
列 模型 (3. 2.7) 称 为 分 片 线性 自 回 归 模 型 ,由 下 式 定义 : 


2 


x= Dk Po + Dats ER)+e， (3.2.8) 


EP = (iste tne ,1(。) 为 示 性 函数 ,Rj(j 二 1,…,0) 为 R* 的 
互 不 相交 的 子 集 , 且 R’ =R URU UR, 

易 见 ,模型 (3. 2.8) 的 参数 向 量 6 h gop j=l ska Lisp} 
组 成 ,其 维 数 为 s=1(p 十 1). 此 模型 的 明显 缺点 是 参数 个 数 过 多 ,RR， 
f= Loot ,由 被 确定 也 比较 困难 . 

特别 地 , 当 模 型 (3. 2. 8) 中 的 分 割 具有 如 下 形式 : 


R; = (x = (ays TH tr, Sta L rimoj = lel}, 
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ER l<d<p 为 某 个 整数 , 便 得 到 应 用 最 为 广泛 的 一 类 参数 型 非 线性 自 
可 妇 模 型 一 一 门限 自 回归 模型 (Threshold Autoregression), 其 定义 为 


4 户 
i= Diro + Pp, <a <ra) Hes (3.2.9) 


其 中 
-o =r LaLe Ln KT 1 一 十 co， 
{e } 为 白 噪 声 序 列 ,满足 (3. 2.2) 式 , 正 整数 d 称 为 延迟 参数 ，rz，…r: 称 
为 门限 参数 ,p 为 模型 的 阶 数 .模型 (3. 2. 9) 简 记 为 TAR 模型 . 
例 3.2.2 考虑 如 下 的 TAR RA: 
和 0 十 0.6zr- + Es 4 rı > 0; 
ý -全 1.0 十 0.4z- 十 se, 4 t- <0, 
其 中 {e ) 为 白 噪 声 序列 , 且 s 一 NC0,1)， 
图 3. 2. 3 是 TAR 模型 (3. 2. 10) 的 样本 数据 图 ,而 图 3. 2. 4 则 是 
LAR(1) 模 型 


(3. 2. 10) 


a = 0. 6i +6 (3. 2.11) 
的 样本 数据 图 ,其 中 e 一 N(0,1). 
al 
3 


2 


10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 


图 3.2.3 TAR 模型 (3.2.10) 的 样本 数据 


分 片 线性 自 回归 模型 或 者 门限 自 回归 模型 ,其 回归 函数 有 跳跃 变化 . 
这 种 特征 恰好 刻 划 了 自然 界 的 突变 现象. 例如 在 经 济 领域 ,许多 指标 受到 
多 种 因素 的 影响 ,使 某 些 观 测序 列 呈 跳跃 变化 . 在 水 文 .气象 等 领域 中 也 
有 类 似 现象 . 这 就 使 得 这 类 模型 具有 T 了 一 定 的 实际 应 用 背景. 
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(=) 拟 线性 自 回归 模型 
拟 线性 自 回 归 模 型 被 定义 为 
T, = PA GL te 00 Tip) Het Hb PL tet step) E Ses 
(3. 2.12) 


wr m Or mow 


图 3.2.4 LAR(1) 模 型 (3.2.11) 的 样本 数据 


其 中 /Gi 二 1,…,s) 是 ;个 已 知 的 R 到 R 的 可 测 函 数 ,{e } 为 白 噪声 序 
列 , 满 足 (3.2.2) 式 ,8(i 二 1,…,s) 是 实 参 数 . 
由 于 模型 (3. 2. 12) 中 的 S, 可 以 是 非 线性 函数 ,所 以 模型 (3. 2. 12) 属 
于 非 线性 自 回归 模型 . 但 是 模型 (3. 2. 12) 中 的 参数 是 以 线性 形式 出 现 的 ， 
故 称 为 拟 线性 自 回归 模型 . 从 形式 上 看 ,(3. 2. 12) 与 线性 回归 模型 
Y= pH ATU + Gta + & (3. 2.13) 
是 相同 的 . 所 以 用 于 回归 模型 (3. 2. 13) 的 统计 方法 ,例如 参数 的 最 小 二 乘 
估计 方法 ,完全 适用 于 模型 (3. 2. 12). 但 是 在 模型 (3, 2. 12) 中 ,xy 一 yz 
= fila ta) r W p PERRO XERA G. 2. 12) 是 否 有 平 
稳 遍 历 解 的 问题 被 提出 来 . 而 回归 模型 (3. 2. 13) 中 的 往往 是 非 随机 量 
测 ,或 者 y 与 zx, 是 不同 随机 变量 的 独立 量 测 . 所 以 (3. 2. 13) 式 中 的 序列 
{y} 没 有 平稳 解 的 问题 . 
如 果 分 片 线性 自 回归 模型 (3. 2. 8) 中 的 分 割 区 域 R,,… ,Ri 是 完全 给 
定 的 ,不 难看 出 ,模型 (3. 2. 8) 也 具有 (3. 2. 12) 的 形式 , 即 为 拟 线性 自 回归 
模型 . 以 l= p=2 WAI x= (zi-1,7.-2)". 其 模型 为 
L= (Ao H Pite- + ATi- T(x) € RD) 
+ {fo 十 PaT- + Poti- M(x,- € R) + & 
= Bo + (Po — A-1 E€ Ra) + Pian. € RD) 
+ Gor, T(x, E RD 十 PT E R) 
+ Poto] (x-1 E Ro) + E. 
将 上 式 和 (3. 2. 12) 式 相 比较 ,不 难看 出 : 
F Cpt) = Teer tee)" € Reds 
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了 

浪人 (mv 二 Ra 

Salti- 9 Te-2) = Lär 12i) E RY Ler 

fr (RE Riet 
由 于 上 式 中 区 域 R, AR, 是 给 定 的 , 互 不 相交 . 且 R=R UR MRE 
数 T(CCz oz D ERDA ICC xe) E R,) 也 是 给 定 的 .因此 上 述 的 
诸 函 数 /, FES ABR. 从 而 上 述 二 阶 分 片 线性 自 回归 模型 也 是 拟 线性 自 
可 归 模型 . 

当 一 1 时 ,(3.2.12) 式 有 一 种 重要 的 特殊 形式 , 即 
L= A + AT + Gri. + Qari, 


i 
+ Daa DIE Dra) He (3.2.14) 


式 中 自 回 归 函 数 恰 好 是 一 个 三 次 样 条 函数 , 即 
9 (7)= RHI Rr + ar’ 


， 
+ Sane > ness (3. 2. 15) 
各 


Hp o< Ler 900, YR MR ror REL WE 
作 未 知 参数 .此 外 ,为 了 保证 (3. 2. 14) 式 有 平稳 解 ,需要 对 参数 ppo 
a 附加 某 些 限制 ,这 将 在 第 4 章 中 讨论 . 形 如 (3. 2. 14) 的 模型 称 为 样 条 自 
回归 模型 , 模型 (3. 2.14) 的 自 回归 函数 p(x)( 见 (3. 2.15) 式 ) 具 有 二 次 可 
微 性 . 当 p= 1 时 , 它 可 以 很 好 地 逼近 模型 (3. 2. 1) 中 的 非 参数 自 回 归 函 
数 . 因此 ,适当 地 选取 (3. 2. 14) 式 中 的 mm，…r-: 及 /的 值 , 可 以 用 桩 条 自 
回归 模型 (3. 2. 14) iE — Br ae B Be B MAA BE C3. 2. 1). 但 是 当 p 之 2 
时 ,推广 上 述 方法 有 本 质 的 困难 ,这 主要 是 由 于 样 条 函数 被 推广 到 高 维 时 
遇 到 了 困难 . 

(=) 指数 自 回归 模型 (Exponential Autoregression) 

指数 自 回 归 模型 被 定义 为 

Zi = Fo 十 Sow 十 Pie Za + Es (3. 2.16) 

其 中 fte) 为 白 噪 声 序 列 , 满 足 (3. 2. 2) 式 ,Hooygo p k=l, PIM Y>0 
为 未 知 参 数 , 正 整数 p 称 为 模型 (3. 2. 16) 的 阶 数 . 模型 (3. 2. 16) 简 记 为 
EAR(p). 

指数 自 回 归 模型 还 有 如 下 的 推广 形式 : 
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a ! 
二 = Fe + Sfo + (Steeda, +6, (3.2.17) 


其 中 {s} 与 (3.2. 16) 式 中 的 相同 eo Gor Ge = llk =l PMY 
>0 为 未 知 参数 ， 

在 模型 (3. 2. 16) 中 ,指数 项 e”-' 还 可 以 用 e-””-: 代 震 , 常 数 7 也 可 
以 用 7 代替 ,从 而 引出 模型 (3. 2. 16) 的 另 一 种 更 广 的 形式 : 


e ; 
r= Got Dy {rs + (Senza je | X taten (3.2.18) 
"3 m 


形 如 (3. 2. 16) 式 的 指数 自 回归 模型 , 当 7 为 指定 数值 时 ,不 难看 出 它 
具有 拟 线性 自 回 归 模 型 (3. 2. 12) 的 形式 . p=7=1 为 例 , 此 时 模型 
(3.2. 16) 为 

Li = OA WT + ODE a + &. 
相当 于 模型 (3. 2. 12) 中 的 s=2, H 
fz) = ris Jalti) = etm, 
模型 (3. 2. 16) 还 可 写成 如 下 形式 : 
L= Po E ATi 十 … 十 orzi-y 


» 
十 (Louz) He (3. 2.19) 
气 


(3. 2. 19) 式 右 端 第 一 项 恰好 是 线性 自 回归 部 分 ,第 二 项 是 非 线性 自 回归 
部 分 . 当 好, 一 co 时 ,(3. 2. 19) 式 的 非 线性 自 回归 部 分 趋 于 0. 从 而 可 以 
看 出 模型 (3. 2. 16) 与 线性 自 回归 模型 的 关系 . 

指数 自 回归 模型 是 以 机 械 振动 方程 离散 化 而 得 到 的 (参见 文献 
[84]), 它 有 一 定 的 实际 背景 . 

(四 ) 有 理 分 式 自 回归 模型 

有 理 分 式 自 回归 模型 被 定义 为 


PT Zp) 
CTS) +e (3. 2. 20) 


其 中 p 和 0 分 别 为 xz,-，，… ,zs 的 有 穷 阶 多 元 多 项 式 ,其 系数 为 未 知 参数 . 
这 里 略 去 了 其 繁琐 的 具体 形式 ; {e } 为 白 噪 声 序列 , 且 满 足 (3. 2. DR. 

在 理论 研究 方面 ,为 了 保证 (3. 2. 20) 式 有 平稳 解 ,需要 对 多 项 式 和 
0 附加 某 些 限 制 , 所 以 它们 不 能 是 任意 的 多 项 式 . 在 模型 (3. 2. 20) 的 使 用 
中 ,其 未 知 参数 的 个 数 不 能 太 多 , 当 模 型 (3. 2. 20) 的 阶 数 p= 1 时 ,p 和 9 


X, 
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都 是 一 元 多 项 式 ,此 时 模型 (3. 2. 20) 可 写 为 


r = REAL- ti + Or 
t bo + Or) + + Oz, 


当然 ,即使 是 这 种 一 元 有 理 分 式 自 回归 模型 ,对 多 项 式 p 和 0 的 某 些 限制 
仍 是 必要 的 . 一 种 最 简单 的 限制 是 分 子 的 多 项 式 不 能 比分 母 的 多 项 式 的 
次 数 高 , 且 与 分 母 的 多 项 式 互 质 . 例如 


Ee 
1 十 bz 


HHO >0 和 % 是 未 知 参数 . 如 果 在 (3. 2. 22) 式 中 0 是 已 知 的 , 则 它 就 
成 为 拟 线性 自 回 归 模型 . 在 第 4 章 中 将 证 明 模型 (3. 2. 22) 有 平稳 解 . 

E p=1 时 ,模型 (3. 2. 21) 可 以 很 好 地 近似 非 线 性 自 回归 模型 (3. 2. 
1). 但 是 与 样 条 自 回归 模型 (3. 2. 14) 相 比较 ,模型 (3. 2. 14) 在 统计 分 析 中 
容易 处 理 . 在 实用 中 ,除非 有 明确 的 实际 背景 , 才 使 用 (3. 2. 21) 这 样 的 模 
型 . 


+ &. (3. 2. 21) 


十 ev (3. 2. 22) 


Tı 


当 p>1 时 ,由 于 多 元 多 项 式 比较 复杂 ,为 保证 模型 (3. 2. 20) 有 平稳 
解 ,对 多 项 式 p 和 9 的 限制 条 件 也 比较 复杂 , 且 较 难处 理 . 下 面 讨论 一 个 
二 元 有 理 分 式 自 回归 模型 的 例子 , 即 
AT Tina 
=o peat + & (3. 2. 23) 
将 此 模型 的 分 子 分 母 同 乘 以 一 个 常数 c 并 不 受 影响 , 即 
PX 下 
TS Coat, beet 
由 此 可 见 , 当 gn 关 0 BT. (3. 2. 23) 式 中 的 参数 gic 和 co 中 有 一 个 多 余 参 
HD O.=c1/Q+ hcla W. 2. 23) 式 化 为 
z, = Fe (3. 2. 24) 
如 果 (3. 2. 23) 式 中 多 =0, 则 由 (3. 2. 23) 式 确定 的 随机 序列 {z'} 退 化 为 白 
噪声 序列 . 此 例 提 醒 我 们 ,在 考虑 参数 型 非 线 性 自 回 归 模型 时 ,应 避免 引 


入 多 余 的 参数 . 
对 模型 (3. 2. 24) ,一 般 要 求 参数 0,>0，0>0. 因为 此 时 有 
-Ta 1 
EE a i 


2V 6,0, 
由 第 4 章 的 结果 知 ,此 时 (3. 2. 24) 式 有 平稳 解 . 


$3.2 可 加 噪声 模型 ne 


三 、 部 分 参数 型 自 回 归 模型 
在 参数 型 自 回归 模型 与 非 参 数 型 自 回归 模型 之 间 还 有 一 种 部 分 参数 
型 自 回归 模型 .部 分 参数 模型 在 统计 分 析 中 又 称 半 参数 模型 . 它们 与 本 书 
中 的 部 分 参数 型 自 回 归 模 型 相似 ,但 又 不 完全 相同 . 时 间 序 列 的 部 分 参数 
模型 没有 明确 的 统一 形式 ,但 可 以 暂时 借用 (3. 2. 7 的 形式 ， 
T= G(R pete, pO 十 sy (3.2.25) 
其 中 非 线性 函数 被 参数 6 部 分 地 确定 ,还 有 一 部 分 属于 非 参 数 型 的 未 
知 函 数 . 下 面 介绍 几 种 不 同 的 部 分 参数 型 自 回 归 模 型 . 
(一 ) 广义 线性 自 回归 模型 
在 近代 非 线性 分 析 中 ,有 一 种 广义 线性 回归 模型 (参见 文献 [78]) ,将 
这 一 模型 推广 到 时 间 序 列 分 析 中 ,就 产生 了 如 下 的 广义 线性 自 回 归 模型 : 
=P lT, -1 +e + at, +E (3. 2. 26) 
其 中 6= aa) 为 未 知 参 数 ,9 为 未 知 函数 ,{e } 为 白 噪声 序列 ,满足 
(3,2. 2) 式 .在 统计 分 析 时 , 既 要 估计 参数 6, 又 要 估计 一 元 函数 9 . 无 论 
是 为 了 准确 地 定义 模型 (3. 2. 26) ,还 是 为 了 唯一 地 确定 参数 9 和 函数 9 
的 估计 值 ,都 应 当 对 参数 6 加 以 一 定 的 限制 . 一 种 常用 的 限制 是 要 求 8 满 
足 
(Ol =a t+ +a =1, (3. 2. 27) 
BOMB —TAES A et EY. 在 这 样 的 限制 下 , (3. 2. 26) 式 中 的 参数 6 
和 函数 9 是 唯一 确定 的 . 否则 ,可 能 导致 不 同 的 (8,9 ) 对 应 着 同一 个 模型 
(3. 2. 26). 
模型 (3. 2. 26) 的 优点 是 ,其 非 参 数 型 的 未 知 函 数 9? 是 一 元 函数 . 如 前 
面 的 讨论 可 知 ,一 元 函数 ”虽然 是 非 参数 型 的 ,但 它 可 用 样 条 函数 很 好 地 
通 近 ,而 样 条 自 回 归 又 便于 拟 合 . 参数 向 量 6 还 能 反映 模型 一 定 的 结构 信 
息 , 称 为 最 有 趣 方 向 或 主要 信息 方向 . 就 像 多 元 统计 分 析 中 的 主 成 分 方向 
那样 ,这 种 方法 被 称 为 降 维 技术 . 
(二 ) 降 维 非 参 数 自 回 归 模 型 
广义 线性 模型 的 进一步 推广 是 如 下 的 降 维 非 参数 自 回归 模型 : 
Ti = POX OX 1 Or, +e, (3. 2. 28) 
其 中 {&,) 为 白 噪声 序列 ,满足 (3. 2. 29K. = (0, 0° 8, G=1e sp) A 
每 个 6 都 满足 条 件 (3. 2. 27) 式 ,x 二 (zx,… step) Gs HHS BHR 
数 , 一 般 约定 s<p. 
如 果 (3. 2. 28) 式 的 pg 具有 (3.2.3) 式 的 形式 , 则 xz, 满足 如 下 关系 式 : 
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z, = Ax) + + GE.) +e. (3. 2. 29) 
在 统计 分 析 这 一 模型 时 ,可 将 近代 非 线性 回归 分 析 中 的 投影 寻 踪 方 法 
(Projection Pursuit)( 见 文献 [50]) 引 入 时 间 序 列 分 析 中 . 

(三 ) 可 加 性 半 参 数 自 回 归 模 型 

如 果 自 回归 模型 (3. 2. 1) 具 有 如 下 形式 : 

Li = PAA Ati Hoe + pein 二 hr Lip) F Es 
(3. 2. 30) 

其 中 {e } 为 白 噪声 序列 ,满足 (3. 2. 2) 式 ,6= (BiG se) 为 未 知 参数 ,h 
为 p 元 未 知 函 数 , 则 称 (3. 2. 30) 式 为 可 加 性 半 和 参数 自 回归 模型. 

模型 (3: 2. 30) 是 从 近代 回归 分 析 中 的 半 参 数 模型 (参见 文献 [64J 和 
[93]) 引 申 而 来 的 . 模型 (3. 2. 19) 在 形式 上 与 模型 (3. 2. 30) 相 似 ,但 前 者 
右 端 的 第 二 项 仍 是 参数 型 的 . 模型 (3. 2. 30) 并 没有 降 维 作用 ,所 以 在 应 用 
时 应 主要 关心 (3. 2. 30) 式 中 的 线性 部 分 的 统计 分 析 . 
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在 8$3.2 中 ,我 们 讨论 了 由 预报 导出 的 自 回 归 模型 (3. 1. 6) 中 {e: } 为 
白 噪声 序列 的 情况 . 本 节 我 们 将 讨论 {e,} 为 平稳 商 差 序列 的 情况 . 具体 地 
说 ,就 是 讨论 对 (3. 1. 6) 式 的 {e} 的 条 件 方差 
Ele? | ay trast} = S Eiis Tit) (3.3.1) 
作 了 某 些 假 定 而 产生 的 模型 . 这 样 定义 的 模型 称 为 随机 条 件 方差 模型 . 
首先 回忆 (3. 1. 6) 式 的 由 来 ,对 于 平稳 序列 , (3, 1. 3) 式 总 是 有 意义 
的 ,或 者 说 等 式 无 条 件 成 立 . AG. 1. DRIG. 1. 4) 式 ,是 人 为 地 假定 ,或 
者 说 是 一 种 分 类 ,又 可 以 说 是 一 种 近似 . 无 论 如 何 ,(3.1. 4) 式 代表 着 一 类 
重要 的 时 间 序 列 , 它 满足 模型 (3. 1. 6). 根据 性 质 1. 4. 1 的 (2) 知 ,(3. 1.6) 
式 中 的 {e,} 为 平稳 靳 差 序列 . 如 在 $ 1.4 所 讨论 的 那样 ,在 研究 预报 问题 
时 ,不 应 当 强 加 给 平稳 拷 差 序列 {e,} 更 多 额外 的 限制 .但 是 ,在 本 章 定义 
的 各 种 模型 及 以 后 研究 模型 的 概率 结构 性 质 时 ,必须 对 模型 中 的 随机 品 
声 给 出 尽 可 能 明确 的 假定 ,例如 {e,) 为 白 噪声 序列 、 正 态 白 噪声 序列 等 ， 
才 有 可 能 给 出 相应 模型 的 精细 结构 . 而 在 研究 预报 问题 时 , 仅 涉及 到 模型 
条 件 平均 的 结构 特征 ,不 一 定 涉及 更 细致 的 概率 结构 . 以 前 关于 新 息 序列 
的 不 同 假定 的 差异 对 线性 序列 的 研究 ,影响 并 不 太 大 ,但 在 非 线性 时 间 序 
列 分 析 中 ,必须 加 以 区 别 . 因为 对 新 息 序 列 的 不 同 假定 可 引出 不 同 的 非 线 
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性 模型 来 . 
另外 需要 指出 的 一 点 是 ,对 于 自 回归 模型 (3. 1.6) 的 新 息 序列 (0,}， 
即使 有 如 下 等 式 


Ela, lay or 2 } = Ela Nx ep} 


E lelain 
成 立 ,仍然 不 可 以 断言 
Efe? lay. ivz 220°")} = Ele lay oo) 
成 立 .例如 ,考虑 如 下 的 非 线性 模型 
z, = as e, |2, G. 3. 2) 
式 中 {e }) 为 正 态 白 噪声 序列 , 且 s 一 N(0,1). 易 见 
Ela, |x, get} = ak {e, |e, |"? | a1} 
= a(Ke,)E{ |e, |"? | x1} 
= 0. 
可 见 (3. 3. 2) 式 的 x, HERREY, WRAY LARC) FFA, BEA 
回归 系数 为 0 值 , 也 即 


e} = Eelr s2} = 0 


T,= 0° 2, tes 
Hp emale |. 下面 计算 e, 的 条 件 方差 . 先 计 算 Ele ei) 注意 到 
{e} 是 独立 同 分 布 的 , 故 
Eler, 1}= Ejas ley | |z} 
= @E{ |e | |x} (3. 3. 3) 
= @E{ jei | 1e- 16-21") 
FRITH Ele? zx, ery oe) ,容易 验证 
ozs St — 1)= ola, |e, |s <t — 1) 
Do(lejle.|'?. s&t- 1) 
= o| logle.] + Jogle-lss: zi 
记录 =logle| ,显然 !7.} 为 独立 同 分 布 序列 , 且 
Pe i 
Wat Sh 
AMMA MAOTI ,从 而 又 有 
ors Et 1Doln+ ta, | 


= o(e|.s<t— 1). 
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注意 到 |e._ ,| 是 o| 1, 79st 1 | 可 测 的 ,从 而 也 是 caCzrs<t 一 1) 可 
测 的 ,于 是 有 
Eid lait pet = PE igal tit} 
=a’ le_,|. 

在 正 态 条 件 下 ,用 直接 验证 可 知 

E{ le al [es 16-21") Æ leads 
从 而 

Efe? | a1) Æ Ele |z sz 1) 


一 、 自 回归 条 件 异 方差 模型 
如 果 时 间 序 列 {z,} 服 从 如 下 自 回 归 模 型 
Li = P (Tr -19° Dip) E es (3.3.4) 
且 新 息 序列 {e } 满 足 
6 | Fi, ~ NOsh))s (3. 3.5) 
REP Z, Cay pte ant) HH a teat) AE LAN o- C3. 3.5) 式 
表示 在 给 定 S ite 的 条 件 分 布 为 正 态 N(0,h,). 如 果 条 件 方 差 h, W 
足 如 下 模型 
h, = h(e ive-y)， (3.3.6) 
其 中 4 是 一 个 g 元 非 负 可 测 函 数 , 则 称 {zx,} 服 从 自 回归 条 件 异 方差 (Au- 
toregression Conditional Heteroskedasticity ) 模 型 ,并 简 记 为 ARCH(p, 
OHP 户 为 模型 (3.3.4) 的 阶 数 ,9 为 模型 (3. 3. 6) 的 阶 数 . 如 果 hh 满足 
如 下 模型 
hi = hlerar rg ryt sh)» (3.3.7) 
其 中 为 gt+r 元 非 负 可 测 函 数 , 则 称 {xz} 服从 广义 自 回归 条 件 异 方差 
(Generalized ARCH) 模 型 ,并 简 记 为 GARCH(p,q,7). 

无 论 是 对 ARCH 模型 ,还 是 对 GARCH 模型 ,原则 上 § 3. 2 中 的 非 
参数 .参数 和 半 参 数 分 类 法 对 它们 都 适用 . 在 这 里 就 不 作 这 样 单调 的 重复 
叙述 了 ,只 是 对 条 件 方差 六 引入 一 种 有 用 的 线性 参数 模型 , 即 

h, = a + me? to tae? + Oh, 十 … 十 Oh，(3.3.8) 
式 中 系数 满足 a 宇 0 (i=0,1.…,g), 0, 宇 0 (一 1，…r). 
另外 ,如 果 e 具有 条 件 正 态 分 布 ,那么 (3. 3. 5) 式 也 可 被 如 下 的 推广 
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方式 所 代替 . 即 
e = Eh”, (3.3.9) 
式 中 {e }) 为 正 态 白 噪 声 序列 , 且 满 足 
Ee, = 0, Ee = 1; 
le ih us <i} 相互 独立 . 
注意 , (3. 3. 10) 式 中 不 用 假定 Ee =o" ,而 用 Es? 二 1, 其 原因 在 于 ;如 
果 假 定 Ee} =o" MH (3. 3.9) 式 ,有 
Ee? = EeEh, = 0°Eh,. 
GRRE. 和 在 变换 o/c 和 ch, (ec>>0) 下 不 影响 模型 . 为 了 模型 的 唯一 
确定 ,我 们 限定 Be’ = 1. 
将 (3. 3.4)、(3. 3.8) 和 (3. 3.9) 三 式 联合 起 来 , 便 得 到 如 下 关于 {xz} 
的 GARCH 模型 : 
T=9 (Tiit Tp) Hes 
e =h! (3. 3.11) 
h=atael pee Hae, 十 0 十 …… 十 0 n 
模型 (3. 3. 11) 的 一 个 有 用 的 特例 是 9 为 线性 函数 的 情况 , 即 
| ite +x, ptes 


(3. 3. 10) 


e=ehl?, (3.3.12) 
h=a— ae} +o tae? Hoh +e +OAy rs 

式 中 自 回归 系数 9,…, WE RIEA. 2. 5) 式 . 简 记 (3. 3. 12) 
LGARCH(p.9,7) 模 型 . 模型 (3. 3. 12) 的 一 个 最 简单 的 特例 是 

Ie = A HAr- ter + Grp tes 

e, = h!” (3.3.13) 

la 一 am 十 ae 

模型 (3. 3. 12) 有 着 广泛 的 实际 背景 . 以 模型 (3. 3. 13 为 例 , 从 预报 的 

角度 来 看 ,模型 (3. 3. 13) 的 一 步 预报 误差 e, 的 条 件 方差 正比 于 前 一 时 刻 
的 误差 ,而 不 是 常数 更 一 般 地 ,模型 (3. 3. 12) 在 上 时 刻 的 一 步 预报 误 
He 的 条 件 方差 是 : 时 刻 以 前 的 误差 扩 ,(Gs>>0) 的 函数 ,而 不 是 常数 . 在 
经 济 领域 中 ,许多 经 济 现象 一 一 诸如 通货 膨胀 率 、 兑 换 率 、 股 票 价值 等 ,都 
具有 这 样 的 性 质 . 所 以 ARCH 模型 和 GARCH 模型 在 经 济 领域 中 倍 受 重 
视 (参见 文献 [14] 和 [45]). 此 外 ,在 许多 其 他 领域 中 也 有 类 似 的 应 用 背 
景 .例如 在 气象 .水文 等 领域 中 . 
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Z., BARCH 模型 和 BGARCH 模型 

对 ARCH 模型 或 GARCH 模型 ,为 保证 其 平稳 性 ,对 参数 的 限制 极 
苛刻 . 例如 对 LARCH(p,1) 模 型 (3. 3. 13) ,将 其 第 二 个 方程 两 端 平方 并 
递 推 , 可 得 


ef = ela + ael) = ape? + ace 

= MEF 十 aE; aE, + aE er) 

= aoef + aome?e? + ajete e- 
=a Yai] [es 
容易 验证 {e?} 是 平稳 序列 而 且 Ee? <o, 4 AL 0<a <1. 为 了 对 模型 
G. 3. 13) 进 行 统计 分 析 , 往往 还 要 求 它 具有 高 于 2 阶 的 矩 存 在 ,这 时 对 a 
的 限制 会 更 加 苛刻 . 对 LARCH(p,q) 模 型 , 即 模型 (3. 3. 12) 中 9,=0(j= 
1,…,r) 的 情形 ,由 第 4 章 的 讨论 知 ,为 使 该 模型 有 平稳 解 , 系数 w ，… ,a 
必须 满足 

a@>0 (一 1,…9)， S <i. 


对 系数 & 的 这 些 限制 是 偏 强 的 ,为 了 放宽 对 上 述 系数 的 限制 ,我 们 引入 
如 下 的 随机 条 件 方差 模型 ;如 果 时 间 序列 {z } 服 从 如 下 随机 条 件 方差 模 
型 


Le = P(t Tp) Hers 


e= el (3.3.14) 
h, = ACG s**t emg ost shiner)» 
式 中 {6,} 为 白 噪声 序列 ,满足 (3. 3. 10) 式 , 且 可 测 函数 六 具有 如 下 形式 : 
h, = a + a |e, |f + + a le el, (3.3.15) 


其 中 a20 Gi=0,1,…,q)，0 志 Bp 过 1, 则 称 {z,} 服 从 B-ARCH (p,q) HE 
型 , 如果 可 测 函 数 h 具 有 如 下 形式 : 
hy = a + a jei |% t+ oe + a, |e, 
+ Ohi, ++ + Ohi, (3. 3.16) 
Epa (i=0,1,…,q), G20 (=1,…,7), 0<B,<1,0<2<1, 
则 称 {z,} 服 从 B-GARCH(Cp,gvr) 模 型 . 
在 第 4 章 中 我 们 将 会 看 到 ,在 (3. 3. 15) 式 中 ,只 要 0p<1, 对 其 系 
数 a，,…,a 除 了 非 负 条 件 外 ,不 加 任何 其 他 的 限制 ,8-ARCH(p,q) 模 型 
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(3.3.15) 式 必 有 平稳 解 . 


三 、 函 数 型 随机 条 件 方差 自 回归 模型 

在 前 两 种 随机 条 件 方差 模型 中 ,预报 误差 “ 的 条 件 方差 六 都 是 cf ，， 
cf 的 函数 ,或 者 是 ee oe A hha HR PRT 
种 随机 条 件 方差 模型 , 它 是 将 预报 误差 e, 的 条 件 方差 直接 表达 成 原 序列 
zuoz-avz ,的 函数 , 即 

Eles|z, T2000)}= Efe? lays y tt sip} Cees 
= S? (Tiis Zip) 9 
或 者 说 ,假定 e 的 条 件 方差 只 与 nr HK. 为 了 理论 研究 和 统计 
分 析 的 方便 ,不 仅 假定 (3. 3. 17) 式 成 立 , 还 进一步 假定 
e, = ES (a1 98 Lip) s (3. 3. 18) 
式 中 {e } 为 白 噪声 序列 ,满足 
Ee,=0, Ee =l; 
le Glass <t} 相互 独立 ， 
Sz, ,7,) 是 pp 元 非 负 可 测 函 数 . 
显然 ,由 (3. 3. 18) 式 定义 的 e 必 满 足 (3. 3. 17) 式 . 
如 果 时 间 序 列 {z,} 满 足 如 下 随机 条 件 方差 模型 
T, = P (Erg Lip) HES Cpe tips (3. 3. 20) 
其 中 pg 和 5S 都 是 p 元 可 测 函 数 , 且 S 是 非 负 函 数 ,{s } 为 白 噪 声 序列 , 满 
足 条 件 (3. 3. 19) 式 , 则 称 {z,} 服 从 户 阶 画 数 型 随机 条 件 方差 自 回 归 模 型 ， 

在 模型 (3. 3. 20) 中 ,p 元 可 测 函 数 p 和 S 可 以 按 $ 3. 2 的 非 参数 、 参 
数 型 等 各 种 假定 分 类 . 这 里 不 再 一 一 袭 述 了 . 

在 本 节 开 始 时 ,我 们 曾 以 反例 说 明 ; 即 使 是 p 阶 自 回归 模型 的 新 息 
序列 {e,) ,其 条 件 方差 Saer EAR EAL Tiit te R 
数 . 所 以 说 , (3. 3. 17) 式 是 一 种 人 为 的 假定 ,或 者 说 是 一 种 近似 . 总 之 ， 
(3. 3.17) 式 可 作为 新 息 序列 {e,} 的 一 种 特殊 类 型 来 研究 . 现在 考虑 (3. 3. 
17) 式 的 e 是 否 总 能 表示 成 (3. 3. 18) 式 的 问题 . 这 里 只 讨论 S (zx 1,…， 
z ，) 为 正 值 函 数 的 情况 . 令 

I, = e,/S (ato step) > 


(3. 3.19) 


则 有 
E{n |i stt} 
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= (S(x,y 90 Zip) } Etelzr oz) 一 0，as.， 
E(P | ay ota} 
= {S(x,y Tp) PEE? | xy tia} 
= 1, as.. 
以 上 两 式 表明 {7} 是 一 平稳 鞭 差 序列 , 且 具 有 常数 条 件 方差 .于 是 有 
e 一 SCz -yz po)， (3. 3. 21) 


此 式 表明 ,在 (3. 3. 17) 式 的 前 提 下 ,e, 总 可 以 表示 为 (3. 3. 21) 式 的 形式 . 
(3. 3. 21) 式 在 形式 上 与 (3. 3. 18) 式 相同 ,但 其 因子 {7.} 不 是 白 噪声 序列 . 
所 以 说 ,尽管 (3. 3. 18) 式 仍 是 人 为 的 假定 ,但 须 在 这 一 假定 下 ,关于 e 的 
模型 界定 才 够 精确 而 便于 研究 . 

由 以 上 讨论 可 知 ,函数 型 随机 条 件 方差 模型 反映 了 新 息 e 的 条 件 方 
差 与 临近 时 刻 的 时 间 序列 的 取 值 有 密切 的 关系 . 事实 上 ,在 门限 自 回归 模 
型 (3.2.9) 中 , 当 xz,-s€ Rj 时 ,如 果 将 & 换 成 e, 这 时 的 门限 自 回 归 模 型 
的 新 息 也 反映 了 上 述 现象 .具体 地 说 ,将 (3. 2. 9) 式 改写 为 


i » 
元 三 dle + Dee) L Liva L Tj) 


+ > Tr, Sta ZT)» (3. 3. 22) 
其 中 {en} <j <I SEAT AR EES 满足 
Ee, = 0, Ee = Koo (f= 1,00). (3. 3. 23) 
A aa ae {zs<t} 相 互 独立 .由 (3. 3.22) 式 可 知 : 
Ei [test De | 


= Sh + Bo- MIO S tia < rim)» 
e= z, — E(x, |2150 ep} 
i 
= Sed, S ta < Tja)» 
pa 
E{e? E oe 52-5} 
i 2 
= {| Deae, zi < | 


= ys Try 2 Sy) 
上 式 表明 ,对 (3. 3. 22) 式 确定 的 时 间 序列 ， 其 预报 误差 的 条 件 方差 与 时 间 
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序列 的 临近 时 刻 的 取 值 有 关 . 易 见 ,模型 (3. 3. 22) 中 的 误差 项 6; 的 方差 
可 随 zx,-4 的 值 域 不 同 而 不 同 . 因此 ,模型 (3. 3. 22) 可 以 较 好 地 描述 实际 情 
况 , 这 也 正 是 门限 自 回归 模型 能 被 广泛 应 用 于 实际 的 原因 之 一 . 例如 ,在 
气象 领域 中 ,许多 气象 要 素 的 记录 序列 当 其 取 值 水 平 较 高 时 ,相应 的 新 息 
的 条 件 方差 也 较 大 . 


$ 3.4 非 线性 自 回归 滑动 平均 模型 


前 两 节 中 介绍 的 时 间 序列 模型 ,都 是 基于 (3. 1. 6) 式 的 自 回归 预报 模 
型 ,即时 间 序 列 的 一 步 预报 只 与 有 限 个 历史 值 有 关 . 对 于 一 步 预报 与 无 穷 
多 个 历史 值 有 关 的 情况 ,我 们 很 难 基于 (3. 1. 3) 式 的 无 穷 多 元 函数 
9 (rz-iyz-:，…) 进 行 分 类 和 研究 .因此 ,本 节 和 § 3.5 所 讨论 的 模型 是 直 
接 提 出 各 种 参数 模型 ,它们 有 的 是 从 线性 自 回归 滑动 平均 模型 的 推广 而 
来 的 ,有 的 是 从 其 他 实际 背景 提出 来 的 . 一 般 说 来 ,这 些 模 型 的 一 步 预报 
不 满足 (3. 1. 4) 式 .本 节 介 绍 的 非 线 性 自 回 归 滑 动 平均 模型 的 一 般 形式 为 
Li = Pp 999 9 Lip Er Eri o*t Eg) s (3.4.1) 
其 中 {e } 为 白 噪 声 序列 ,满足 (3. 2. DR. 形 如 (3.4.1) 的 NLARMA (p,q) 
模型 还 有 以 下 特殊 情况 ; 
Ze = PTH o*t Trp Emi 9 Gg) E Es (3.4.2) 
或 者 更 特殊 的 情况 : 

Ti = P (Erro Zep) H OCE tet oE) + Ee (3. 4.3) 
易 见 ,熟知 的 LARMA(p,q) 模 型 (1. 2. 4) 是 模型 (3.4. 1) 的 特例 ,同样 也 
是 模型 (3. 4. 2) 和 (3. 4. 3) 的 特例 . 于 是 从 线性 到 非 线性 推广 时 ,又 出 现 了 
以 上 三 种 形式 . 容易 想象 ,即使 是 最 简单 的 情况 (3. 4. 3) 式 ,也 比 LAR- 
MA 模型 复杂 得 难以 估计 . 因此 ,一 般 都 很 少 讨论 (3. 4. 1) 一 (3. 4. DÉR 
的 NLARMA 模型 ,而 是 研究 其 某 些 特殊 的 参数 型 NLARMA 模型 或 半 
参数 型 的 NLARMA 模型 . 男 外 , 当 g=0 时 ,(3. 4. 3) 式 即 为 (3. 2. 1) 式 的 
NLAR 模型 , 故 以 下 只 讨论 q>0 的 情况 . 


一 、 双 线性 模型 
如 果 时 间 序 列 {z'} 满 足 如 下 关系 式 : 


b q@ a. P 
n= Den + Deut DSS Bei, (3.4.4) 
a im £ 


1 4=1 
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其 中 {6} 为 白 噪 声 序列 ,满足 (3. 2. 2) 式 , 则 称 {zx} 服从 双 线 性 模型 
(Bilinear Model), 简 记 为 BL (p.q. P,Q). EP (p.q, P,Q) 为 模型 
(3.4.4) 的 阶 数 . 

对 双 线 性 模型 (3. 4. 4) 研 究 得 较 多 的 是 以 下 两 种 特殊 情况 :一 种 情形 
是 


P Q P 
y= Dar, at I ce +6, (3.4.5) 
m mim 
另 一 种 情形 是 
n= Doe t Da Ei + E. (3.4.6) 


izi 4=1 


模型 (3. 4. 6) 是 线性 滑动 平均 模型 的 二 阶 推广 ， 也 是 第 1 章 中 提 到 的 
Volterra 展 式 的 二 阶 近似 . 模型 (3. 4. 6) 的 优点 是 ,在 {e } 为 白 噪声 的 假定 
下 {zx} 总 是 平稳 的 . 但 是 关于 此 模型 的 统计 建 模 和 预报 方法 的 研究 比较 
困难 .关于 这 些 模型 的 研究 可 参见 文献 [54] 和 [51]. 


二 、 逆 自 回归 模型 
在 近代 高 维 数据 的 回归 分 析 研究 中 ,有 一 种 被 称 为 逆 自 回归 的 方法 
( 见 文献 [73]), 它 是 高 维 数据 分 析 中 的 一 种 降 维 方法 . 把 这 一 方法 引入 时 
间 序 列 分 析 中 ,就 给 出 了 如 下 的 一 种 新 的 非 线性 时 间 序 列 模型 : 
Xe = P lati + + a,» +E), (3. 4.7) 
式 中 p 为 一 元 未 知 函数 ,9= aa) 为 p 维 未 知 参数 向 量 , 它 满足 广 
义 线性 自 回归 模型 (3. 2. 26) 中 的 约定 (3. 2.27) 式 , {5} 为 白 噪声 序列 , 满 
足 (3.2.2) 式 . 
与 (3. 4.7) 式 联系 密切 的 还 有 另 一 种 模型 
fz) = rt 二 orp + Es (3.4.8) 
式 中 /为 一 元 未 知 函 数 ,参数 向 量 9= Cay, oo yxy)” 和 {e} 的 假定 如 模型 
(3.4.7) 所 述 . 显然 (3. 4. 8) 式 已 超出 本 节 所 定义 的 NLARMA 模型 . 实 
际 上 , 它 是 如 下 更 广义 的 时 间 序 列 模型 的 特例 , 即 
PTT i Tip) = Ee (3.4.9) 
对 模型 (3. 4. 9) ,在 此 不 作 进一步 的 讨论 . 
在 着 自 回归 分 析 中 ,最 使 人 感 兴趣 的 情况 是 函数 f 为 可 逆 的 , 即 存 
在 函数 g = 广 ' 为 了 的 逆 函 数 . 于 是 模型 (3. 4. 7) 和 模型 (3. 4. 8) 是 等 价 的 
模型 . 在 逆 回 归 分 析 中 也 有 类 似 的 情况 . 在 此 情况 下 ,研究 模型 (3. 4. 8) 的 
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统计 方法 变 得 比较 容易 了 . 当然 ,在 时 间 序 列 分 析 中 ,即使 和 9 不 可 逆 . 
模型 (3. 4. 77 和 模型 (3. 4. 8) 都 有 独立 研究 的 价值 . 因为 它们 属于 半 参 数 
模型 ,而 且 未 知 函 数 是 一 维 的 . 如 前 所 述 ,一 维 函数 可 用 拟 线性 自 回 归 模 
型 来 通 近 ,又 容易 在 计算 机 上 显示 图 形 , 有 助 于 统计 分 析 . 但 是 , 当 /不 
可 首 时 ,研究 模型 (3. 4. 8) 的 平稳 性 尚未 见 之 于 文献 . 
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在 前 面 几 节 中 介绍 了 多 种 不 同类 型 的 非 线 性 时 间 序列 模型 . 用 前 几 
节 的 模型 进行 新 的 组 合 , 就 可 以 产生 许多 新 的 模型 . 总 之 , 非 线 性 模型 不 
像 线 性 模型 那样 有 统一 的 表达 方式 .没有 一 种 包括 所 有 非 线性 模型 而 又 
便于 理论 和 统计 处 理 的 统一 的 形式 存在 ,即使 对 有 限 参数 的 非 线 性 模型 
也 不 能 做 到 这 一 点 .因此 ,对 非 线性 时 间 序列 的 研究 只 能 对 不 同类 型 的 模 
型 分 别 进行 研究 . 某 些 类 型 的 模型 可 能 在 某 些 领域 中 有 较 好 的 应 用 背景 ， 
而 在 另外 的 领域 中 却 不 适合 . 在 本 节 中 再 来 讨论 两 类 时 间 序 列 模型 ,它们 
不 能 被 前 面 讨论 的 模型 所 包括 . 


一 、 双 重 线性 模型 

为 了 克服 线性 自 回 归 模型 的 局 限 性 , 拓 广 它 的 描述 实际 数据 序列 的 
能 力 ,又 尽 可 能 避免 引入 非 线性 模型 ,有 一 种 方法 是 引入 随机 系数 的 自 回 
归 模 型 , 即 


z, = p + D la H BOI tes (3.5.1) 
各 


其 中 ,9,….9 为 未 知 参数 ，{s) 为 白 噪 声 序列 ， 满 足 G. 2. 2) 式 ， 
Bit) BON p 个 随机 序列 .显然 , 当 BC) 一 0,a.s，( 一 1，… 户 ) 
时 ,(3. 5. DRAM AIHA LAR Cp) MAIC. 3. DR. 当 Bi(1)=6_i(k 二 
1,…, 户 ) 时 ,(3. 5. 1) 式 成 为 双 线性 模型 (3. 4. 4) 的 特殊 情况 . 

在 一 般 情况 下 ,B.C1) (k=1,…, 思 ) 可 以 假定 为 平稳 序列 ,在 适当 条 
MEF. {zx,} 也 具有 平稳 解 . 但 是 对 此 类 模型 的 统计 建 模 比 较 困难 ,因此 在 
文献 中 又 研究 了 AO (k= 二 1.…,p) 满 足 适当 的 LARMA 模型 的 情况 ， 
即 研究 如 下 的 随机 模型 : 


vane Ie PRET 


e 
z= p+ DlA+hOlit 4, 
m 


Bit) = ay Bt — 1) + + Bt — sa) 
+ ONE — 1) + ort + Oe, nt — 14) 
HAOR = 1s p), 
RPA) (4 二 1,…,p) 为 p 个 相互 独立 的 白 噪声 序列 , 且 与 {8.} 独 立 ， 
BrP; k=l pe pii =l ,S43j 二 1，…,74) 为 未知 参数 . 换言之 ， 
每 个 {B.(z)} 都 是 一 个 LARMA (ss,ri) 序 列 且 相互 独立 . (3. 5. 2) 式 称 为 
双重 线性 自 回归 模型 ， 
模型 (3. 5. 2) 太 复杂 了 ,不 利于 实际 应 用 ,而 且 研 究 其 结构 性 质 也 很 
困难 .实际 上 ,在 文献 中 讨论 较 多 的 是 它 的 一 些 特殊 情况 . 其 中 一 种 特殊 
情况 是 


(3. 5. 2) 


= Q + [A +A] + 
7 ARAT POJE (3.5.3) 


Bit) = eB 一 1) + 9. 
模型 (3. 5. 3) 称 为 AR(1)-AR(1) 双 重 线性 模型 . 
另 一 种 特殊 情况 是 
t= A +A +R] +4, 
a = M + Om) +o + OM 
模型 (3. 5. 4) 称 为 AR(1)-MA( r ) 双 重 线性 模型 . 


(3.5. 4) 


二 、 非 线性 多 元 时 间 序 列 模型 

本 书 不 多 涉及 多 元 时 间 序 列 模型 ,这 里 仅 作 简单 的 介绍 . 

一 阶 m 维 非 线 性 自 回 归 模 型 定义 为 

x, = 9 (xi) H Es (35.5) 
其 中 X, = (Trey sEm) s E = (Eves tt Em's 
9 是 从 R" 到 R” AAR (e) m 维 向 量 白 噪声 序列 ,满足 
Es =0, kee =T, 
f 与 {x,,s <t) 相互 独立 . 

类 似 于 第 2 章 中 化 p 阶 一 维 动态 系统 为 一 阶 p 维 动态 系统 的 方法 ， 

可 将 (3. 3. 20) 式 定义 的 NLAR(p) 模 型 化 为 (3. 5. 5) 式 的 形式 . 令 
&=eu, 其 中 = (1,0,….0)'， 


O (Kr) = (pK) Ti 


(3.5.6) 
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则 (3. 2. 20) 式 可 写成 
x =o (x, i) + SX). (3.5.7) 
特别 当 (3. 3. 20) 式 中 SCr Y= 时 ,(3. 3. 20) 式 成 为 (3. 2. 1) 式 ,而 相应 
的 (3. 5. 7) 式 成 为 (3. 5. 5) 式 的 形式 , 即 
x, = @ (x 1) + Eu. (3.5.8) 
虽然 形 如 (3. 2. 1) 式 的 NLAR(p) 模 型 可 以 改写 成 (3. 5. 8) 式 的 形 
式 ,但 (3.5.8) 式 只 是 (3. 5. 5) 式 的 一 种 特殊 情况 ,在 (3. 5. DR PES Eu, 
且 
Eee = Eeiuu' = d'uu 
[1 0 
Jo 0 … 0 (3.5.9) 


i; Pare bo 
0 0 = 0 


协 方差 矩阵 (3. 5. 9) 的 秩 是 1(c: 之 0 时 ) ,而 在 (3. 5.5) 式 中 的 e 的 协 方差 
和 矩阵 T 可 为 满 秩 正 定 阵 . 本 书 所 涉及 的 多 元 时 间 序 列 模型 主要 是 形 如 
(3. 5.8) 式 的 非 线性 模型 ,而 很 少 讨论 形 如 (3. 5. 5) 式 的 非 线 性 模型 ,由 于 
篇 幅 所 限 ,不 讨论 一 般 多 元 时 间 序 列 . 当然 ,这 并 不 是 说 非 线 性 多 元 时 间 
序列 与 一 元 的 情况 在 概率 结构 和 统计 分 析 上 没有 本 质 差异 ,实际 情况 恰 
恰 相反 . 这 里 不 介绍 多 元 的 情况 ,除了 篇 幅 所 限 以 外 ,还 由 于 对 它 的 研究 
所 涉及 的 数学 知识 更 广 更 深 . 这 里 举 两 个 最 简单 的 二 元 非 线 性 时 间 序 列 


模型 的 例子 ,以 示 其 特性 . 
例 3.5.1 考虑 如 下 一 阶 二 维 时 间 序 列 模型 : 
{0.5 —0.5 + 上 
x, = | x, E 
| los 05 | V, (3.5.10) 
la = Dt 


式 中 人 6) 为 白 噪声 序列 ,P(e=1)=P(s 一 一 =F. 模型 (3. 5. 10) 的 样 


本 轨道 为 二 维 序列 {x,} ,其 样本 轨道 的 图 形 如 一 片 雪花 ,如 图 3. 5. 1 所 
示 ， 


例 3.5.2 考虑 如 下 的 一 阶 二 维 时 间 序列 模型 : 
= Am +b, Me = 1: 
mi (3.5.11) 
xX, = (1.1). 
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1.00 


0,00) 


2,00 


4.00 
4.00 200 0,00 2.00 4,00 


图 3.5.1 模型 (3.5.10) 的 样本 轨道 图 3.5.2 模型 (3.5.11) 的 样本 轨道 
其 中 {6,) 为 白 噪声 序列 ,P(e=1)=0.01, P(e=2)=0.85, P(e=3) 
二 P(e 二 4) 二 0.07, 系 数 和 矩阵 和 系数 向 量 分 别 为 


0 0 0.85 0.04 
4 = A= ， 
0 0.25 — 0.04 0.85 
A 0.20 —0. A {— 0.15 0. al 
' loze 0.22 |” | 0.28 0.24)" 
b, = (0,0), b, = (0,1.6)", 
by = (0,0. 8), b, = (0,1. 


将 模型 (3. 5. 11) 的 样本 轨道 的 二 维 序列 {z } 绘 在 平面 图 上 , 它 与 一 片 联 
齿 类 的 树叶 很 相似 ,如 图 3. 5. 2 BFA. 


第 4 章 
非 线性 时 间 序列 模型 的 概率 结构 


本 章 主要 讨论 非 线性 时 间 序 列 模型 的 平稳 性 、 遍 历 性 以 及 高 阶 矩 的 
存在 性 等 问题 . 讨论 这 些 问题 ,需要 借助 第 2 章 的 离散 动态 系统 的 概念 以 
及 一 般 状态 马 氏 链 的 理论 和 方法 . 因此 ,在 本 章 8 4. 1 中 作为 预备 知识 ， 
先 介绍 一 般 状 态 马 氏 链 的 有 关 概 念 和 结论 . 


§ 4.1 一 般 状 态 马 氏 链 


如 第 3 章 所 述 ,任何 高 阶 自 回 归 模型 都 可 表示 成 等 价 的 一 阶 高 维 自 
回归 模型 . 因此 高 阶 自 回归 模型 的 概率 结构 可 借助 于 一 阶 高 维 自 回 归 模 
型 的 概率 结构 进行 研究 . 对 于 一 阶 m HE LAR 模型 

x, = Ox,, + Es (4.1.1) 
Epe) m 维 向 量 白 噪声 序列 ,满足 
Es =0, Eee =T; 
全 与 (x,s <t) 相互 独立 . 
为 了 讨论 模型 (4. 1. 1) 的 平稳 解 存 在 的 条 件 , 可 以 利用 (4. 1. 1) 式 反复 和 迭 
代 而 得 到 如 下 表达 式 : 


(4.1.2) 


X = E + De t e + OG H OX». (4.1.3) 
模型 (4. 1. 1) 能 否 有 平稳 解 ,与 如 下 离散 动态 系统 
Y = Dy- (4.1.4) 


是 否 在 ?一 0 为 整体 稳定 有 关 . 由 推论 2. 3. 10 知 , 线 性 系统 (4.1. 4) 在 y 
=o 处 为 整体 稳定 , 当 且 仅 当 @ 的 特征 什 的 模 都 小 于 1. 利用 $ 2. 1 中 使 
用 的 约 当 标准 形 方法 可 知 ,如 果 D 的 特征 值 4B) 满足 

max {A(®)| <l, 
则 随机 级 数 


Ds, (4.1.5) 
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是 均 方 收敛 的 . 经 直接 验证 可 知 ,由 (4. 1. 5) 式 定义 的 随机 序列 
x, = De, j 

满足 LAR 模型 (4. 1.1). 

反之 , 若 更 的 特征 值 的 模 不 全 小 于 1, 且 Eeg&= 卫 为 满 秩 矩 阵 , 则 
(4.1. 1) 式 一 定 没有 平稳 解 . 这 些 都 是 文献 中 熟知 的 结果 (参见 文献 [57] 
和 [58]). 

但 是 ,对 于 NLAR 模型 

X = P (x) H E, (4.1.6) 

式 中 9 是 R" 到 R 的 可 测 函 数 ,{e} 是 向 量 白 噪 声 序列 ,满足 (4. 1. 2) 式 ， 
一 般 说 来 ,模型 (4. 1. 6) 不 像 模型 (4. 1. 1) 那 样 ,有 形 如 (4. 1. 3) 的 明显 解 
的 表达 式 . 因此 讨论 模型 (4. 1. 1) 是 否 有 平稳 解 的 方法 对 模型 (4. 1. 6) 不 
再 奏效 . 但 是 应 该 注意 到 ,模型 (4. 1. 6) 从 初 值 xo 出 发 而 得 到 迭代 序列 是 
一 个 马 氏 链 ,以 (R", 马 。) 为 状态 空间 ,其 中 Dn A R” 中 一 些 子 集 所 生成 
的 o- 代 数 ,时间 指 标 : 取 自然 数 .这 类 马 氏 链 属于 近 二 十 年 来 才 被 较 多 地 
研究 的 一 般 状 态 马 氏 链 ( 见 文献 [83]、[114] 及 [115]). 利用 一 般 状态 马 氏 
链 的 有 关 结 果 , 可 以 解决 许多 NLAR 模型 的 平稳 性 .遍历 性 和 高 阶 抢 的 
存在 性 等 问题 . 在 本 书 中 ,起 着 重要 作用 的 是 一 般 状 态 马 氏 链 的 漂移 准则 
以 及 判断 平稳 遍历 性 的 定理 . 所 以 本 节 不 打算 论 及 更 多 的 一 般 状态 马 氏 
链 的 知识 ,而 只 是 介绍 一 些 必要 的 概念 和 结论 ,以 助 叙 述 漂移 准则 和 判断 
定理 . 所 介绍 的 引 理 和 定理 由 于 要 涉及 过 多 的 一 般 状 态 马 氏 链 的 知识 而 
略 去 证 明 , 对 证 明 感 兴趣 的 读者 可 参阅 文献 [83]、[114J 和 [115]. 


一 、 一 般 状 态 马 氏 链 与 转移 概率 

设 (x, n> 1) FE EK le] N, FP) ERE OR", BN — AEB 
PUFFS) MRE ACF, BA 

P(x, € A| X15% -23%) = P(x, € Alay),a.s., (4.1.7) 

SU FR (x, } EAR CR" Bn) ARAB H Gh RR. 

条 件 (4.1.7) 式 称 为 马 氏 性 ,其 直观 涵义 是 :在 给 定 全 部 历史 值 时 , 现 
在 时 刻 的 随机 向 量 的 条 件 分 布 只 与 前 一 时 刻 的 x-! 的 取 值 有 关 . 

在 一 般 情况 下 , (4. 1. 7) 式 右 端的 条 件 概 率 依赖 于 集合 4A、x.-! 的 取 
值 和 时 间 :. 若 它 不 依赖 于 时 间 上 , 则 称 {x。} 为 齐 时 马 民 链 . 这 时 ,对 任意 的 
xER" 和 任意 的 AE Zn (4.1. DRI RRA 
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P(x.A)= P(x, € Alx, ,= x) 
= P(x, € Alx, = x). (4.1.8) 
式 中 尸 称 为 齐 时 马 民 链 {x,} 的 转移 概率 . (4. 1. 8) 式 表明 了 对 任意 给 定 
的 ACB, PC + AER" Bu) EEI — BY iil R Ke, TRTA EA ER", 
P (xy OER", Bn) EY EB I BE. 
对 于 齐 时 马 氏 链 ,从 xo a 转移 到 x,€ 4 的 条 件 概率 为 
P(x, A)= P(x, € Alx, = x) 
= | PO ADPæ,dy). 


类 似 地 ,从 xo=x 出 发 ,经 步 转移 到 x,€ 4 的 条 件 概率 为 
P,(x,A)= P(x, E Alxo = x) 


= P,.\(y,A)P(x,dy), 7 之 1. (4.1.9) 


RPP, x AERA A BR (x, 89 nH HS AB. 

以 下 无 特别 声明 的 ,所 讨论 的 马 氏 链 均 为 齐 时 马 氏 链 . 在 下 面 的 论述 
中 上 略 去 “ 齐 时 ”二 字 . 

下 面 讨论 马 氏 链 {x,} 的 有 限 维 联合 分 布 的 表示 式 , 设 x 的 概率 分 布 
Py 为 {x,} 的 初始 分 布 , 则 由 马 氏 链 和 条 件 概率 的 性 质 ,对 任意 的 4E 
,名 ,有 


P(x, E€ A)= [Po aora» 


= [Peay] Pow. 
一 般 地 ,有 


P(x, € A)= J-P- 
(4. 1. 10) 
=| Pd) P.(y.dx). 
' A 


由 马 氏 链 和 条 件 概率 的 性 质 , 对 任意 的 A, HA E B.A 
Pr € Asx; € A= j: P(x, A,)P, (dx) 


7 
=Í Pacdxo)| Peda). 
F: Py 


一 般 地 ,对 任意 的 Ao Ait AvE Bn H 
P(x, € Apex, © A ty © An) 
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= | Padx)| Pandr], Peervdry (4.1.11) 


特别 地 , 当 (4. 1. 11) 式 中 的 所 有 分 布 都 有 密度 时 , (4. 1. 11) 式 成 为 
P(x, © Ags x, © A ,xy E Ay) 


= f; -f Fyn ly) 2 e FOL YI Odyn dYo > 
Ao day 


RP SO. ly) RATER E X = y. REE x 的 条 件 密度 ,jyo) 为 x。 
的 密度 . 记 joy ote ,yw) 为 (xo,x1,…,xw)' 的 联合 密度 , 则 上 式 意味 着 
FoI yn) = f Onl Yn) e e SODS O). 

E OKk Kk RN W h C. 1.11) 式 不 难得 到 (xn eea)" 
的 边缘 分 布 . 可 见 马 氏 链 {x,} 的 任何 有 限 维 分 布 均 被 其 转移 概率 和 初始 
分 布 所 唯一 决定 . 按 8$ 1. 1 所 述 ,其 概率 结构 亦 被 转移 概率 和 初始 分 布 所 
唯一 决定 . 

如 果 马 氏 链 {x,} 的 某 个 初始 分 布 Po 满足 如 下 性 质 : 

对 任意 的 ACS, . A 

Pa, € A) = | PCADPo(dy) = Pals € A), 

则 由 (4.1.9)、(4.1.11) 和 上 式 , 有 


P(x, € A)= pb AIP ody) 


= [|P DP doP 
J3 


=Í P(2,A)P,(dz) 
e 


= P(xo € A). 
KIER HETTA IEE ACF, fl "之 1, 有 

P(x, € A) = Po(x € A), (4. 1.12) 
这 时 Po 称 为 马 氏 链 {x,} 的 不 变 分 布 . (4. 1. 12) 式 表明 从 不 变 分 布 Po 出 
发 ,通过 转移 概率 构造 的 马 氏 链 是 平稳 的 . 但 是 需要 指出 的 是 :一 个 马 氏 
链 既 不 一 定 总 有 不 变 分 布 ,也 不 一 定 只 有 一 个 不 变 分 布 . 


二 、 不 可 约 、 非 周期 和 小 集 的 概念 
定义 4.1.1 设 {x.} 为 马 氏 链 ,如 果 存 在 CR" , 急 。) 上 的 测度 "使 得 
对 每 个 ACB, HA A>0, UBER xR" ,都 有 
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P(x,4) > 0, (4.1. 13) 
= 


则 称 {x,} 为 RT £449. 

(4.1. 13) 式 表明 : 马 氏 链 {x,} 从 任何 初始 值 x。=x 出 发 ,在 有 限 步 之 
PY BUG EWR 4 的 概率 总 是 正 的 . 

如 果 测 度 v 相 对 于 测度 v 是 绝对 连续 的 , 即 对 于 ACF, 4 Vv (A> 
0 时 , 必 有 4)>0, 则 一 个 * 不 可 约 马 氏 链 必 为 -不 可 约 的 .由 此 可 见 ， 
不 可 约 马 氏 链 的 不 可 约 测度 并 不 唯一 . 为 了 使 之 唯一 化 ,我 们 引入 最 大 不 
可 约 测 度 v* 如 下 , 即 

G) {x,) 是 v" -不 可 约 的 ; 

Gi) 如 果 {x,} 是 vw 不 可 约 的 , 则 v 必 是 相对 于 v* 绝对 连续 的 ; 


Gii) v* (A) = 0>» ( 


x: DP,(x,A) > o}) =0. 


以 后 我 们 说 马 氏 链 {x,} 是 不 可 约 的 ,总 是 指 相对 于 最 大 不 可 约 测度 而 言 
的 .与 不 可 约 相对 立 的 概念 是 可 约 , 下 面 举 一 例子 说 明之 . 
例 4.1.2 考 虞 如 下 随机 模型 : 


z= dan. + 位 一 Tea- 和 0)js， t>1, (4.1.14) 


式 中 {e } 为 独立 同 分 布 序列 , 且 e 服从 [1,2] 上 的 均匀 分 布 . 易 见 ,满足 
(4. 1. 14) 式 的 随机 序列 是 齐 时 马 氏 链 . 但 是 当 zo z<0, A=(a,~), 
a>>0 时 ,有 


P(x,A)= (| In- $s) € Alay = z) 


= P| 5a -e >a) = 0. 
依次 类 推 可 知 ,对 任意 的 xz 之 1, 有 
P.(z,4) = 0. 
类 似 地 ,车 取 2o=y>S0, B=(—-o,b), Hb<0, WH 
P.(y,B)=0 (人 过 1). 
不 难看 出 ,满足 (4. 1. 14) 式 的 马 氏 链 不 是 不 可 约 的 . 实际 上 (4. 1. 14) 式 可 
分 成 两 个 不 同 的 随机 模型 : 


1 x 
T= gt Fe 4x > 0; 
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1 1 
i gE 4m <0. 


对 于 以 上 两 个 模型 可 以 分 别 进行 研究 . 因此 以 下 主要 讨论 不 可 约 马 氏 链 . 
在 介绍 马 氏 链 的 非 周 期 概念 之 前 , 先 给 出 马 氏 链 {x,} 的 循环 集 的 定 
X. 
定义 4.1.3 BA Aw Aa H Zn 中 一 组 互 不 相交 的 集合 , 称 为 
马 民 链 {xo} 的 一 组 长 度 为 巡 的 循环 全 ,如 果 
P(x,A)= 1, x € A (j= 2,%,d); 
P(x, A D= 1, x € An 
定义 4.1.4 设 {x,) 为 马 氏 链 ,41, 4,,… A 是 它 的 循环 集 , 且 满足 
如 下 两 个 条 件 : 
(iD 存在 (R",: 允 ,) 上 的 非 平 凡 测度 v, 使 得 v(4;)>>0 (i=1,…,d)， 
且 
AR\ Úa) =0, 
其 中 记号 “4\B” 表 示 集 合 4A 与 B 的 差 集 ; 
GD 如 果 A) A, ,As 为 {x,} 的 另 一 组 循环 集 , 则 有 d ld. 
4 d=1 时 , {x,} 称 为 非 周期 马 民 链 ; 当 4d 记 1 时 , {x,)} 称 为 周期 马 氏 
链 , 周 期 为 d. 
对 于 具有 周期 4 的 周期 马 氏 链 {x,) , 设 A1,… A 为 满足 上 述 定义 
4.1.4 条 件 的 循环 集 . 若 xo E 4,, 则 由 循环 集 的 定义 知 
P(x, € A.) = P(x, € A) = 
= Play, € Ad = PUEA) = 1. 
由 此 类 推 , 有 
Pr E 4) 一 1， t>1. 
定义 随机 序列 y= a tS 1 Wy} FE PVA CA ANB) BAR AS ZA 
非 周 期 马 氏 链 . 同样 , 若 zwE A, (2S jd), NB A-FUA, ANS) 
为 状态 空间 的 非 周期 不 可 约 马 氏 链 . 这 样 可 得 到 d 个 分 别 以 
AANB (j= 二 1,…,d) 为 状态 空间 的 非 周 期 马 氏 链 , 可 分 别 讨论 之 . 
例 4.1.5 考虑 如 下 分 段 线性 自 回归 模型 : 
= pre te, Mz- <0; 
z -| (4.1.15) 
[= tn, 1-8, 42u-,20, 
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式 中 (6) 为 独立 同 分 布 序列 , 且 e 服从 (1,2) 上 的 均匀 分 布 . 取 A 
(一 cp,0),4:=[0,cc), 则 容易 验证 

Plr,A) =1, V2 EAs 

Pr, AD = 1, Vr € An 


可 见 , 由 模型 (4. 1. 15) 产 生 的 随机 序列 是 周期 马 氏 链 ,周期 为 2. 将 模型 


(4. 1. 15) 写 为 


= fa. +6, Á z- <0; 
T, = P (T-iv6) = 


= Fa 一 s， 当 zx- 之 0. 


依 此 可 得 


-intas M r <0; 
Ly = P (xzov6i) = 


一 了 一 42,>0. 
由 此 可 见 , 当 xzo<0 BE AT 2, 05 %4 r> AY DR 21 <0. FEMA 


一 $a, +e, 42,<0; 
Zr = P (I.E) = 


-ta =e, CEPAT 


Lar, e, 十 es,， 当 zo 之 0; 


tn — $e, —&, 4r<0. 
类 似 地 ,有 


2 Inte 4 r, <0; 
np) 1 
— ot: — 42,20, 
1 


yn +tetes 4x, 20; 


1 
La = Fa es, 当 z <o. 


一 般 地 ,对 :二 1,2,… ,有 如 下 递 推 关 系 式 : 
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4 


1 1 
prune giu — Eus H Tu- <O. 


1 L 
qre + pean + Eus H tu > 05 
Ta 一 
4 2 


1 1 
it Ee F faery un 2 0; 
Davi 


到 zz- 一 $e — Ener, E <0. 
如 果 记 y 王 xz,z 王 zuri, 则 容易 验证 {y,} 和 iz,) 都 是 非 周期 马 氏 链 . 因 
此 ,对 具有 周期 为 2 的 马 氏 链 (4.1.15) 只 需 分 别 研究 {y,} 和 {z,} 这 两 个 非 
周期 马 氏 链 即 可 . 本 章 下 文 只 考虑 非 周期 马 氏 链 . 

在 讨论 由 非 线 性 时 间 序 列 模型 所 决定 的 马 氏 链 的 遍历 性 时 . 常 需要 
判别 其 非 周期 性 . 下 面 的 引 理 是 很 有 用 的 . 

引 理 4.1.6 设 {x,) 是 不 可 约 的 马 氏 链 , 它 是 非 周 期 的 , 当 且 仅 当 
FETE AC Buy H(A) >0,8t A HORE » EMER BCA, (B)>0, BH 
在 整数 ,使 得 对 任何 xE B, 有 

P(x,B)>0, P(x,B)> 0. (4.1.16) 

引 理 4. 1. 6 的 证 明 见 文献 [106], 

由 前 面 的 讨论 知 ,一 个 马 氏 链 的 不 变 概率 分 布 是 它 的 一 个 平稳 分 布 . 
下 文 将 要 讨论 的 遍历 性 刻 划 了 马 氏 链 的 转移 概率 P,(x,，) 向 其 平稳 分 
布 的 收敛 性 态 . 为 了 研究 非 线性 时 间 序 列 模型 是 否 有 平稳 解 ,此 解 是 否 为 
遍历 等 问题 ,一 个 重要 的 途径 是 借助 于 研究 马 氏 链 的 遍历 性 来 解决 . 在 研 
究 马 氏 链 的 遍历 性 时 ,如 下 的 小 集 概念 起 着 重要 的 作用 ,但 是 这 一 概念 却 
不 易 掌握 . 为 了 有 助 于 理解 小 集 的 涵义 , 先 回顾 一 下 取 值 为 可 列 状态 的 马 
氏 链 的 遍历 性 条 件 . 不 妨 考虑 在 {1,2,…} 中 取 值 的 马 氏 链 {x,), 将 其 转移 
概率 记 为 


bi, = Pz, = flair =i) yj = 1,250). (4.1.17) 
如 果 此 马 氏 链 是 不 可 约 的 、 非 周期 的 , 且 存在 有 限 子 集 CC1{1,2,…}, 非 
RBM g 及 正常 数 K 和 9, 使 得 
Gi) Efgan) lan=j}—g(P<K +4 GEC; 
Gi) El g(a) le =j} gK FEC, 
则 满足 (4. 1. 17) 式 的 马 氏 链 为 遍历 的 , 且 
limp)? = limP (a, = jla =i) = 


G= 1,27), 
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其 中 与 i 无 关 , 且 
2 1 


KEZ Pajar (j=l, 2 …) 是 唯一 的 平稳 分 布 . 

在 考虑 一 般 状 态 马 氏 链 时 ,为 了 获得 与 上 述 结果 相应 的 结论 ,需要 如 “ 
下 的 小 集 概念 , 它 是 上 述 有 限 点 集 C 的 推广 定义 . 由 于 本 书 不 需要 论 及 
太 多 专门 的 一 般 状态 马 氏 链 的 概念 , 故 在 此 仅 根据 本 书 的 需要 , 先 给 出 小 
集 的 定义 ,然后 介绍 两 个 判断 小 集 的 方法 . 

定义 4.1.7 DEER CEZ, 称 为 小 集 (Small set) ,如 果 存 在 一 
PERR k ER B o 和 概率 测度 ,使 得 对 任意 的 ACH, 和 xEC, 有 

P,(x, A) 三 加 (4). (4.1.18) 

引 理 4.1.8 ix.) ey AAT INO AE AS RE. MF CES, WC) 
>0, MRE ACF, (A) >0 和 正 整数 4, 使 得 对 任意 的 BCA (BD > 
0, 都 有 

inf XP. (œB) > 0, (4.1.19) 
则 C 是 一 个 小 集 . 

引 理 的 证 明 从 略 (参见 文献 L[83]). 

引 理 4.1.9 设 {x,} 是 弱 连 续 的 马 氏 链 , 即 对 一 切 有 界 连 续 函 数 
KR R'a) Pr,dy) 关 于 上 是 连续 的 , 则 一 切 * 非 堆 测 度 的 相对 紧 
集 (relatively compact set) 是 小 集 . 

引 理 的 证 明 见 文献 [106]. 


三 、 遍 历 性 与 几何 遍历 性 
以 x+ 记 马 氏 链 {x,} 的 不 变 概率 分 布 , 则 对 ACB. A 
P(x, € A) = P(x, EA = [pc ayecds). (4. 1. 20) 


定义 4.1.10 (G) 马 氏 链 {x,} 称 为 遍历 的 ,如 果 存 在 一 概率 测度 x， 
使 得 对 任意 的 xE R" H 
lim || PG, +) — rC) | = 0, (4.1.21) 
Hti + ll. 表示 全 变 差 范 数 . 
GD 如 果 还 存在 常数 0 二 p 二 1, 使 得 对 任意 的 xE R", 有 
lime” || P., +) — C |]. = 0, (4.1.22) 
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则 称 {x,} 为 几何 遍历 的 . 
注意 :这 里 的 全 变 差 范 数 是 指 对 广义 测度 而 言 的 . 设 v 为 广义 测度 ， 
上 = 性 十 和 ,其 中 


yi (A) = [ean V0), AEB, 


= (A= f waw N0}, AC Bay 
st a Vb=maxi{a,b), a Nb=min{a,b} , W) 
ivi f dw] 


=| vt (ax) +| v (dx). 
R” R" 


有 了 以 上 的 准备 之 后 ,下 面 叙 述 两 个 重要 的 判别 马 氏 链 的 遍历 性 的 
定理 . 

定理 4.1. 11 设 {x,) 为 不 可 约 的 、 非 周期 的 马 氏 链 , 如 果 存 在 一 个 
非 负 可 测 函 数 g ,一 个 小 集 C 和 常数 c,>0，c:>0, 使 得 


G) El g(x,) |x, =x} Kga) VrEC; (4. 1. 23) 
Gi) Efgan) lx 一 x) sc，VxEC， (4. 1.24) 
则 {xz,} 为 遍历 的 . 


定理 4.1.12 设 {x,) 为 不 可 约 的 、 非 周期 的 马 氏 链 . 如 果 存 在 一 个 
非 负 可 测 函 数 g ,一 个 小 集 C 和 常数 c,>>0，c:>>0，0<p<1, 使 得 

G) Elg(x,) lx 一 xz)<og(r) 一 c，VYxEC; (4. 1.25) 

Gi) E{g(x,) |x. =x} VXEC, (4.1.26) 
则 {x,) 为 几何 遍历 的 . 

在 定理 4.1.11 和 定理 4.1.12 中 , 非 负 函 数 g 称 为 准则 函数 . 两 个 定 
理 分 别称 为 遍历 性 漂移 准则 和 几何 遍历 性 漂移 准则 . 定理 的 证 明 见 文献 
[83] 或 L114]. 

定理 4.1. 13 设 {x,} 为 不 可 约 的 、 非 周期 的 马 氏 链 . {x,} 为 遍历 (或 
几何 遍历 ) 的 , 当 且 仅 当 存在 一 个 正 整数 /之 1, 使 得 {x,n 宇 0} 为 遍历 (或 
几何 遍历 ) 的 . 

定理 4.1. 13 的 证 明 见 文献 [102j]. 

本 章 主要 讨论 几何 遍历 性 ,所 以 定理 4. 1. 12 和 定理 4. 1. 13 起 着 重 
要 的 作用 . 除 以 上 所 介绍 的 与 本 书 有 直接 关系 的 知识 外 ,一 般 状 态 马 氏 链 
还 有 很 丰富 的 内 容 ,但 这 些 不 属于 本 书 的 讨论 范围 . 
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本 节 借 助 于 8 4.1 所 介绍 的 一 般 状 态 马 氏 链 的 遍历 性 定理 来 讨论 可 
加 噪声 NLAR 模型 和 函数 型 随机 条 件 方 差 AR 模型 的 几何 遍历 性 . 为 
此 , 先 介绍 NLAR 模型 的 平稳 分 布 .遍历 性 和 几何 遍历 性 等 概念 . 然后 讨 
论 由 NLAR 模型 所 决定 的 马 氏 链 为 不 可 约 、 非 周期 的 条 件 . 


一 、NLAR 模型 的 平稳 性 与 遍历 性 
考虑 如 下 一 般 的 一 阶 m HE NLAR 模型 
(x, = 9 (x,-,.6).t>1; 
j (4.2.1) 
lx, ~ Fos 
式 中 15} 为 ! 维 向 量 白 品 声 序列 , 且 s 5j xo I, xo 是 m 维 初 始 随机 向 
其 ,其 概率 分 布 为 Fu Æ R" 到 R" 的 可 测 函 数 . 显然 ,可 加 噪声 NLAR 
模型 (3. 5. 8) 和 函数 型 随机 条 件 方差 NLAR 模型 (3. 5. 7) 都 是 (4. 2. 1) 式 
的 特例 . 在 模型 (3. 3. 22) 中 , 令 B= Cen ett seu) E 
O (xX, 6) 


r 


= (Zis 十 和 or $a E R) tiit rn) : 


则 模型 (3. 3. 22) 也 可 化 为 模型 (4. 2. 1) 的 特殊 情况 . 对 B-ARCH 模型 
(3.3.14) 和 (3. 3.15) 如 果 {e} 满 足 条 件 (3. 2. 2) 式 , 若 记 y=loge?, 7.= 
loge? ,对 (3. 3. 14) 式 中 第 二 个 等 式 两 端 平方 ,并 取 对 数 ,由 (3. 3. 15) 式 得 
yy = log la, + ae ve tae) + Me (4. 2. 2) 

显然 , (4. 2. 2) 可 化 为 可 加 噪声 NLAR 模型 (3. 5. 8) 的 特例 ,从 而 
B-ARCH 模 型 也 是 模型 (4. 2. 1) 的 特例 . 但 是 》 3. 5 中 的 双重 线性 模型 一 
般 不 属于 (4. 2. 1) 式 的 NLAR 模型 类 . 尽管 如 此 ,对 模型 (4. 2. 1) 的 解 引 
入 平稳 性 .遍历 性 和 几何 遍历 性 等 概念 ,以 及 讨论 其 与 齐 时 马 氏 链 的 联系 
仍 有 普遍 的 意义 . 

定义 4.2.1 设 m 维 向 量 随机 序列 {x,} 服 从 一 阶 m HE NLAR 模型 
(4.2.1): 

G) WRH r~ F Bt x, =@ oe) ~F WE F WRB. 2. DR 
EEDA 

Gi) 如 果 xF, E F 为 模型 (4. 2. 1) 的 不 变 概率 分 布 , 则 称 从 xo 出 


“96、 O BAR 非 线性 时 间 序 列 模型 的 概率 结构 


发 由 (4. 2. LSP EAE AYE RIE BA (x, ,zt 过 0} 为 模型 (4. 2. 1) 的 平稳 解 . 
需要 注意 的 是 :一 个 时 间 序列 模型 既 不 一 定 总 有 不 变 概率 分 布 , 也 不 
一 定 只 有 一 个 不 变 概率 分 布 . 下 面 举 两 个 例子 说 明之 . 
例 4.2.2 考虑 如 下 一 阶 自 回 归 模 型 : 
= ti + hs (4. 2.3) 
Hepie) 为 白 噪声 序列 ,e 与 x, ,独立 . 
如 果 。 为 非 退化 的 ,无 论 Ee? 是 否 为 有 穷 的 ,模型 (4. 2. 3) 总 没有 不 
变 概率 分 布 . 
事实 上 ,如 果 (4. 2. 3) 式 有 不 变 概率 分 布 , 记 其 相应 的 特征 函数 为 
So e 的 特征 函数 记 为 /., 由 与 zx, 独立 的 假定 及 (4.2.3) 式 ,有 
fs) =f fds), YsER'. 


由 上 式 可 得 
ILO) = IFLOS Vs€ER'. (4. 2.4) 
由 于 & 是 非 退化 的 , 故 存在 6, > 0, 11 
\f(|<1, Vs € 0,8). (4. 2.5) 


另外 ,模型 (4. 2. 3) 的 分 布 显然 是 非 退 化 的 ,从 而 存在 6, 二 0, 使 得 
IF) <1, Ws € 08). 
取 6=min(6,,6,), 则 由 (4. 2.4) 式 有 
ID =1, Ys€ (0,6). 
这 与 (4. 2. 5) 式 矛盾 . 故 模型 (4. 2. 3) 没 有 不 变 概 率 分 布 ,从 而 没有 平稳 
解 . 
例 4. 2.3 考虑 如 下 分 段 线性 AR 模型 : 
tgi y 
St pte ts 4 x.) > 0; 
x= on xe (4. 2.6) 
~tt trite, Ani <o, 


其 中 {e AERARII P= 十 } 一 Ple 一 一 十) 一 说, 由 直接 验证 知 


U 一 一 1 十 >| $ |e 
都 是 模型 (4. 2. 6) 的 解 ,从 而 uo 和 vo 的 分 布 都 是 模型 (4. 2. 6) 的 不 变 概 
率 分 布 , 亦 即 说 明 模型 (4. 2. 6) 的 不 变 概率 分 布 不 是 唯一 的 . 
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这 样 ,自然 需要 讨论 怎样 的 NLAR 模型 (4. 2. 1) 才 有 不 变 概率 分 布 ? 
其 不 变 概率 分 布 在 什么 条 件 下 才 是 唯一 的 ?如 果 模 型 (4. 2. 1) 没 有 不 变 概 
率 分 布 ,显然 它 没有 平稳 解 . 如 果 模 型 (4. 2. 1) 有 不 变 概率 分 布 ,但 不 唯 
一 ,于 是 模型 (4. 2. 1) 有 多 个 平稳 解 . 这 些 都 不 属于 本 书 所 研究 的 对 象 . 我 
们 感 兴趣 的 是 模型 (4. 2. 1) 有 唯一 的 不 变 概率 分 布 的 情况 . 对 此 情况 ,还 
要 讨论 从 任何 初始 状态 出 发 ,x, 的 概率 分 布 向 其 不 变 概率 分 布 收敛 的 特 
性 .下面 的 定义 就 是 用 来 表述 这 些 特性 的 . 
定义 4.2.4 设 模 型 (4.2.1) 有 唯一 的 不 变 概率 分 布 忆 , 且 对 任何 初 
始 状态 x。 一 x, 即 初始 概率 分 布 FS = 8, GB 6 表示 在 x 处 的 退化 分 布 )， 
由 (4.2.1) 式 迭代 产生 的 x, 的 概率 分 布 记 为 应 . 如 果 
lim || Fr — F |;= 0, (4. 2.7) 
则 称 模型 (4. 2. 1 ) 为 遍历 的 ， 
进一步 ,如 果 还 存在 正常 数 p<1, 使 得 
limp” || F; ~ F ||. = 0. (4. 2.8) 
则 称 模 型 (4. 2. 1 ) 为 几何 遍历 的 . 
不 变 概率 分 布 对 模型 (4. 2. 1) 具 有 重要 意义 . 从 统计 分 析 角 度 来 看 ， 
上 述 的 遍历 性 是 进行 统计 分 析 的 重要 依据 . 也 就 是 说 ,由 模型 (4. 2. 1) 产 
生 的 可 观测 序列 x 的 分 布 F 是 未 知 的 , 且 与 初始 值 有 关 . 但 是 如 果 它 满 
FECA. 2.7) 式 或 (4. 2.8) 式 , 便 可 提供 统计 估计 未 知 的 不 变 概率 分 布下 的 
可 能 性 . 


二 、NLAR 模型 与 一 般 状 态 马 氏 链 的 联系 
为 了 研究 模型 (4. 2. 1) 的 几何 遍历 性 ,需要 借助 于 一 般 状 态 马 氏 链 的 
工具 . 如何 将 模型 (4. 2. 1) 与 一 般 状 态 马 氏 链 相 联系 ,这 是 本 小 节 要 讨论 
的 内 容 . 
对 于 给 定 的 模型 (4. 2. 1) ,可 定义 如 下 的 一 步 转移 概率 : 
P(x, € Alix, =x) 
= P(@ (x,-1.6) € Aix, = x) 
= Pp (x6) E€ A), VXER", ACB. (4.2.9) 
由 于 {e} 是 平稳 的 ,(4. 2. 9) 式 右 端的 概率 只 与 4 和 xz 有 关 , 而 与 LK. 
这 表明 由 (4. 2. 9) 式 决定 了 一 个 形 如 (4. 1. 8) 式 的 齐 时 马 氏 链 的 转移 概 
率 . 从 而 由 (4. 2. 1) 式 决定 的 {z,t 二 0} 便 是 一 个 以 CR" , 密 。) 为 状态 空间 
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的 齐 时 马 氏 链 . 研究 模型 (4. 2. 1) 的 几何 遍历 性 问题 便 可 转化 为 研究 相应 
的 马 氏 链 的 几何 遍历 性 问题 . 

如 上 所 述 , 模 型 (4. 2. 1) 可 确定 一 马 氏 链 . 确切 地 说 ,就 是 由 模型 
(4.2.1) 和 (4, 2. 9) 式 确定 了 齐 时 马 氏 链 的 转移 概率 . 但 是 当 模 型 (4. 2. 1) 
的 变换 9 已 知 时 ,即使 s 的 分 布 类 型 给 定 了 ,而 用 (4. 2. 9) 式 得 到 其 转移 
概率 的 明显 表达 式 , 也 是 十 分 困难 的 . 

首先 考虑 m=1 的 LAR 模型 

T,= ar, 1 十 6 tl, (4. 2. 10) 
式 中 {e' } 为 白 品 声 序列 ,满足 (3. 2. DR, HBN a WE lal <1. 
当 {e } 为 正 态 白 噪声 序列 时 , 即 一 N(0,o) , 则 由 (4. 2. DRA 
P(z,(— ©,a))= Pla, <alro = x) 
= | £ wt dz. 
上 式 表明 了 在 给 定 x_,=x 的 条 件 下 ,x, 的 转移 概率 为 正 态 NCaz,o”) 分 
布 . 
由 (4. 2.10) 式 递 推 ,可 得 
T, = E, + ae, He Haie H aTo. 


由 于 
E, + aeni $e + a" le, ~ NOA — a) — a*)), 
故 
P(x,<alxo = 2x) 
= P(e, + a€,., + + at le, Ca — ax) 


lao T [_@-—@z) 
= [val $e") ] fe ieee) |” 
上 式 表 明 (4. 2. 10) 式 的 nn 步 转移 概率 可 通过 正 态 Naz, (1—a"")o"/ 


Cla?) RK. 
4 (4. 2.10) 304 e 的 概率 分 布 有 密度 g 时 ,由 (4. 2. 10) 式 可 得 


P(r, (— a) = f “gdy 


= f ge(z — ax)dz. 
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上 式 表 明 在 给 定 r, ,= 二 xz 的 条 件 下 ,zx 的 转移 概率 密度 为 将 s 的 概率 密 
度 作 了 ar 的 位 移 . 类 似 地 ,也 可 给 出 模型 (4. 2. 10) 的 步 转 移 概率 的 表 
达 式 
Pr< ylr = x) 
= Phe, + ae; + +a" 'e, Cy — a'r) 
= ff Bly Be ydy dyn. 


由 8 1.5 的 讨论 知 ,模型 (4. 2.10) 有 平生 解 


x, 一 Ds e 
Rt=0.8 
X= Daley. (4. 2.11) 


当 & 的 概率 分 布 给 定时 ，(4. 2. 11) 式 的 概率 分 布 是 只 一 确定 的 , 且 为 模 
型 (4. 2. 10) 的 不 变 概率 分 布 , 为 求 模型 (4. 2.10) 的 不 变 概率 分 布 ,可 利用 
随机 变量 的 特征 函数 法 ,由 {e} 的 独立 及 同 分 布 性 质 和 (4. 2. 11) 式 ,可 得 


fis) = TIAees， (4.2.12) 


式 中 f(s) 和 f.(s) 分 别 为 zo 和 的 特征 函数 . 4 e~ N (0,0) R}, h 
(4. 2. 12) 式 不 难 求 得 ee 
f(s) =e FF, 

BP mm 一 N(0,az/(1 一 好 )), 但 是 对 一 般 情 况 , 利 用 (4, 2.12) 式 给 出 (8) 
的 明显 表达 式 并 不 容易 . 

求 模型 (4. 2. 10) 的 不 变 概率 分 布 还 可 直接 使 用 (4. 2. 10K. iF, H 
x, 的 分 布 ,F, 为 6 的 分 布 . 若 下 为 模型 (4.2.10) 的 不 变 概率 分 布 , 则 由 
(4.2.10) 式 知 

F(a)= P(x, <a) = Plax... +& <a) 


= f Par ,十 5 一 alz = y)dF (y) 
= f P(e, < a — ay)dF (y) 


= F F(a ~ ay)dF (y), 
即 
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Fa) = | F(a 一 ay)dF,(y). (4.2.13) 


此 式 表明 了 (4. 2. 10) 式 的 不 变 概率 分 布 应 当 满 足 (4. 2. 13) 式 的 积分 方 
程 .特别 当 F, 和 天 ,分别 有 密度 g 和 g 时 ,(4. 2. 13) 式 可 写 为 


g(a) 一 f: gla — ay)g.(y)dy. (4.2.14) 


如 果 F 没有 密度 .例如 F 为 离散 分 布 时 ,为 简单 起 见 , 这 里 仅 考虑 
Fe 服从 两 点 分 布 的 情况 . 设 
1 


Ple =- 1)= Pe =)= 3 


7 
并 注意 到 Box, A AG. 2.13) 
F,(a)= Plar, + & <a) 


== 5 Plax, <a 十 1) 十 FP ar, <a 一 1). 


当 0<a<1 时 ,上 式 为 
F(a) = Fa + D/a) + Pa — 1)/a)). 


显然 ,这 一 方程 的 解 与 a 有 密切 的 关系 ,但 不 易 求 解 . 

值得 指出 的 是 :尽管 在 一 般 情况 下 ,给 出 模型 (4. 2. 10) 的 不 变 概率 分 
布 的 明显 表达 式 不 容易 ,但 是 只 要 AO, e 的 概率 分 布 不 退化 , 则 模型 
(4. 2. 10) 的 不 变 概率 分 布 就 一 定 是 连续 的 ( 见 文献 [119]). 注意 :这 里 是 
指 ze 的 分 布 函数 为 连续 的 ,并 非 zo ~E A HE BK. 它 可 以 是 Lebesgue 
测度 奇异 的 . 作为 练习 ,读者 不 妨 考虑 为 二 点 分 布 的 情况 . 适当 选取 a 
值 和 二 点 分 布 的 参数 , 便 可 发 现 (4. 2.10) 式 有 相对 于 Lebesgue 测度 奇异 
的 连续 分 布 . 

由 上 述 讨论 可 见 ,虽然 模型 (4. 2. 10) 是 齐 时 马 氏 链 ,但 是 不 使 用 马 氏 
链 方法 ,也 可 以 直接 用 模型 本 身 对 不 变 概率 分 布 的 存在 性 进行 讨论 ,而 且 
讨论 的 方法 不 难 推广 到 LAR(p) 模 型 的 情况 . 总 之 ,在 研究 LAR 模型 的 
概率 结构 时 ,使 用 马 氏 链 的 工具 并 不 重要 . 

但 是 ,对 于 NLAR 模型 (4. 2. 1), 求 出 其 转移 概率 (4. 2. 9) 并 不 像 模 
型 (4. 2. 10) 那 样 简单 ,而 且 也 不 能 断言 模型 (4. 2. 1) 的 不 变 概率 分 布 一 定 
是 连续 函数 . 例如 对 形 如 (3. 2. 1) 的 NLAR 模型 ,就 很 难 求 出 其 一 步 转移 
概率 的 表达 式 . 好 在 当 我 们 借助 于 一 般 状态 空间 马 氏 链 的 工具 从 理论 上 
讨论 NLAR 模型 (4. 2. 1) 的 几何 遍历 性 时 ,并 不 需要 其 转移 概率 的 明显 
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表达 式 . 论证 了 NLAR 模型 的 遍历 性 ,其 有 唯一 平稳 解 则 是 必然 的 结论 . 
在 这 一 小 节 的 最 后 ,我 们 讨论 一 元 p 阶 NLAR 模型 与 马 氏 链 的 联 
A. 考虑 如 下 NLAR 模型 


(2 = PCa ye TE) tl; 
4 


人 (4.2.15) 
其 中 {e }) 为 白 噪声 序列 ,满足 
ee 0, Eg=a'<oo; (4.2.16) 
E {r os <t) ih. 
令 
Kya st trp) s 
(K€) = (P (HE TL Lie pgs 
则 模型 (4. 2. 15) 可 写成 ` 
ATE ing (4.2.17) 


[x ER?. 
ERKA (x) 是 一 齐 时 马 代 链 , 状 态 空 间 为 (R*,.:%,). 需要 指出 : 
(4.2.15) 式 的 {zx,} 不 是 本 节 定 义 的 马 氏 链 . 但 是 由 {zx,} 的 相 邻 的 p 个 随 
机 变量 构成 的 向 量 随 机 序列 = (z,,… ,zx ,1)" ME 

按照 一 维 随机 序列 平稳 性 的 定义 1. 1. 1, 模 型 (4. 2. 15) 的 平稳 解 {x,} 
的 任何 有 限 维 分 布 是 时 间 推 移 不 变 的 . AF E Ca s ros ta tapa) 与 
(xzoz- wz-or07 具 有 相同 的 概率 分 布 . 由 此 可 见 ,模型 (4. 2. 15 ) 的 不 
变 概率 分 布 应 定义 为 使 (zo,z 1,…,T_ p) 与 (T1 Tott sz- RAH 
同 的 概率 分 布 ,这 正 是 模型 (4. 2. 17) 的 不 变 概 率 分 布 . 由 此 可 见 ,如 果 
{x} 是 模型 (4. 2. 17) 的 平稳 解 , 则 由 它 确定 的 随机 序列 {x,} 便 是 (4. 2. 15) 
的 平稳 解 . RZ lat pH ERM. 2. 15) 的 平稳 解 , 则 {z > 
0} 就 是 模型 (4. 2. 17) 的 平稳 解 . 在 后 文中 , 称 模型 (4. 2. 15) 为 几何 遍历 
的 , 乃 是 指 模型 (4. 2. 17) 为 几何 遍历 的 . 


三 、 关 于 不 可 约 、 非 周期 和 小 集 的 引 理 

借助 漂移 准则 判断 由 模型 (4. 2. 1) 所 决定 的 马 氏 链 的 几何 遍历 性 ,是 
我 们 研究 NLAR 模型 (4. 2. 1) 的 遍历 性 和 平稳 性 的 重要 途径 之 一 . 为 了 
利用 漂移 准则 ,首先 需要 研究 由 模型 (4. 2. 1) 所 决定 的 马 氏 链 的 不 可 约 
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性 , 非 周 期 性 ,以 及 怎样 的 集合 是 小 集 的 问题 . 下 面 的 两 个 引 理 对 两 类 很 
重要 的 NLAR 模型 给 出 了 其 为 不 可 约 、 非 周期 的 条 件 ,并 回答 了 哪些 集 
合 是 小 集 的 问题 . 
引 理 4.2.5 设 时 间 序 列 {z,} 服 从 如 下 NLAR 模型 
X, = PC pot eM) Hs 
| Tor p-p D ER, 
其 中 {e }) 为 白 噪 声 序列 ,p 是 R* 到 R 的 可 测 函 数 . 如 果 
OPER PHA ARE AR MME TER K<, H 
sup, |e Ge | < co. (4. 2. 19) 
GD 随机 变量 s 的 概率 分 布 为 ,其 测度 分 解 中 含有 绝对 连续 部 分 ， 
其 密度 记 为 /., 它 是 处 处 为 正 的 连续 函数 ,而 且 与 {z,,s<i} 相 互 独立 ， 
则 模型 (4. 2. 18) 所 决定 的 马 氏 链 是 齐 时 的 、 关 于 Lebesgue 测度 pv- 不 可 
约 的 、 非 周期 的 ,而 且 R* 中 任何 有 界 w- 正 测 集 都 是 小 集 . 
证 明 由 对 模型 (4. 2. 15) 的 讨论 知 ,模型 (4. 2. 18) 所 决定 的 马 氏 链 
是 齐 时 的 . 
以 下 仅 对 p= 2 来 证 明 引 理 的 其 他 结论 ,>2 的 情况 与 之 类 似 ,除了 
繁琐 外 , 别 无 本 质 差 别 . 
先 取 A=[ay b) X Lae by) EB,, 由 (4.2.18) 式 有 
Zi 一 9 (tor + Es 


(4. 2. 18) 


Le = P (P (TosT-1) + Eso) + €z 
记 z=(z1,z2)", 由 条 件 (i) 和 (ii) 、 条 件 概 率 的 性 质 及 e 和 ez 的 独立 性 ,有 
P,(z,A) 
= P(x, € [asb ) x: € [az+b,) |Zo = zi sz-i = 22) 
= P(g (21,22) +6, E [a.,b6) P (P (ziyz:) + 521) 
+ e € [a,.b,)) 


= feue (9 (zlvzz) + uy 5%) 


+ €, € [a,.b.)) |e, = u, EI (E (2,522) 
+e, © [ar bP, (du) 


{ICP (9 (x, 922) + uy 021) 


by -P prp) 
之 
pss 


+e, € [ar.b,)) le, = uy} + flu)du 
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hus dust Att, dee, 
=A 二 Ly — (zz) f(y — P (ys21))dy dy 


= |p. (yw = 222) f(y — yz21))dy dy:. (4. 2.20) 


故 由 引 理 的 条 件 (i) GDA CA. 2. 20) 式 知 ,对 任何 z€ R, AED, A 
wA BA 
P:(z,4) > 0. (4. 2.21) 
由 定义 4.1.1 知 , 满 足 (4. 2. 18) 式 的 马 氏 链 是 y 不 可 约 的 . 
由 (4. 2. 20) 式 的 推导 ,还 可 证 明 : 
Pi(z,4) > 0, YZE R, A © .HB (A) > 0. (4.2.22) 
由 (4. 2. 21) 和 (4. 2.22) 两 式 及 引 理 4. 1. 6 知 , 由 (4. 2. 18) 式 决定 的 马 氏 
链 是 非 周期 的 
最 后 ,我 们 来 证 明 R* 中 的 任何 有 界 yo- 正 测 集 都 是 小 集 . 设 AE A, 
是 有 界 集 , 且 Am(4)>0, 又 设 BCA, H BE Ary me (B)>0, Hid 
Y= y W Be S| RAY ARE A GDA: 
inf (LO — Gz 22) Sve — P (yzi)) > 0. (4. 2.23) 


YE ARE 


HA. 2. 23) 代 入 (4. 2. 20) 式 ,得 
inf P,(z,B) > ff inf Syp zD S yz) dydy: > 0. 
EA y ZE AYER 


再 由 8 的 任意 性 及 引 理 4.1.8, 即 知 4 是 小 集 . I 
在 引 理 4. 2. 5 中 ,虽然 只 对 p= 2 的 情况 给 出 了 证 明 , 而 对 于 p>2 
的 情况 ,证 明 完 全 类 似 . 这 里 唯一 应 当 注 意 的 是 : 当 p=2 时 ， 
A = [a1,b) X Las,b,), 
当 & 存在 密度 f. 时 , 则 有 
Pl(z,A)= P(x, E Alx, = 2) 
ajele- 
lz) J 
= Pla, LST, <b» @ X To < bo |x = Zis T-) = 2) 
= Pla SP (oer 1) +E <b, 
ao Kite Z bi |Zo = Zis T.. = 22) 
= Pla, S P (zz) FE < bis ao SZ < bo) 


=P 
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和 
= f Iyi — P (21922) May Kz, < body, 
si 


| | Peldu), z, € [asbo); 


小: 
le 4 z, € [avvbo). 
所 以 在 引 理 4. 2. 5 的 证 明 中 ,为 了 证 明 (4. 1. 13), 即 不 可 约 性 及 非 周期 
性 ,我 们 考虑 了 P ADM Pi(z,4). 类 似 地 , 当 p> 2 时 ,应 当 考虑 
PCz,4) 和 PCz,4). 
另外 ,在 引 理 4. 2. 5 中 ,关于 密度 /的 假定 可 以 放宽 ,例如 只 假定 大 
为 分 片 连续 ,或 者 在 任何 有 界 集 上 的 下 界 为 正 . 有 关 这 些 讨 论 , 除 了 论证 
稍 复杂 以 外 , 别 无 其 他 实质 性 困难 . 
引 理 4.2.6 设 时 间 序 列 (x,} 服 从 如 下 NLAR 模型 : 
T, = pT Tn) HES (Le 9 Tp)s 
kar ip E R’, 
其 中 {e} 和 9 满足 引 理 4. 2. 5 的 条 件 .如 果 S 是 R* 到 R! 的 正 值 连续 函 
数 , 满 足 对 每 个 实数 二 0, 有 
sup So) <o, inf SG) >0, (4. 2. 25) 
则 由 模型 (4. 2. 24) 决 定 的 马 氏 链 是 齐 时 的 、p- 不 可 约 的 、 非 周期 的 , 且 
R" 中 的 任何 有 界 x,- 正 测 集 都 是 小 集 . 
证 明 显然 ,由 (4. 2. 24) 式 决定 的 马 氏 链 是 齐 时 的 . 类 似 于 引 理 
4.2.5 的 证 明 , 在 此 仅 考 虑 p= 2 的 情形 . 
首先 ,完全 类 似 于 (4. 2. 20) 式 的 推导 ,可 得 到 对 任意 的 z€ R* 及 
AEZ, A we (A>0.48 


Ye — PC z)) p| y — P Giz) 
raa> ffa Soz) | N Sz) 


(4. 2. 24) 


À 


1 1 
x Syozi) Sle zp dye 


注意 到 p 和 Se 满足 引 理 4.2.5 的 条 件 (i) GD, A S Oz dH S Cz) E 
恒 正 的 , 且 满 足 (4. 2. 25) 式 ,从 而 不 影响 引 理 4. 2. 5 中 论证 的 不 可 约 性 、 
非 周期 性 以 及 关于 小 集 的 推理 . 这 样 ,仿照 引 理 4. 2. 5 的 证 明 可 证 得 本 引 
理 . 1 

应 用 引 理 4. 2. 5 和 引 理 4. 2. 6, 可 证 明 许多 NLAR 模型 所 决定 的 马 
氏 链 是 六 不 可 约 的 、 非 周期 的 ,而 且 任何 有 界 的 Lebesgue 正 测 集 是 小 
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集 . 这 为 我 们 运用 几何 遍历 漂移 准则 作 了 很 好 的 准备 尤其 是 关于 小 集 的 
结果 , 它 使 得 不 太 容 易 理 解 的 小 集 概念 在 使 用 中 变 得 很 容易 处 理 了 . 当 
然 , 以 上 两 个 引 理 ,特别 是 引 理 4. 2. 6 还 有 改进 的 余地 . 这 有 待 于 今后 进 
一 步 研究 . 对 于 一 般 的 NLAR 模型 (4. 2. 1), 有 如 下 引 理 ,其 证 明 见 文献 
[134]. 

513 4.2.7 设 时 间 序 列 {x,} 服 从 如 下 NLAR 模型 : 

X, = 9 (X16); 
k ER”, 

式 中 人 6} 是 m 维 向 量 白 噪 声 序列 ,s, 有 下 半 连 续 的 密度 函数 f, 且 Akak 
大 于 零 ,p FÈ R" XR” 到 R” 的 可 测 函 数 , 满 足下 列 条 件 : 

G) ag (x,y)/9x 和 ag (x,y)/93y 为 R"XR” 上 的 连续 函数 , 且 对 任 
意 给 定 的 xE R",p (x. + PRE R” 映 到 R”; 

ad [En 20, Y ryER". 
则 由 (4. 2. 26) 式 决定 的 马 氏 链 是 -不 可 约 的 、 非 周期 的 , 且 R” 中 的 有 
界 pu- 正 测 集 都 是 小 集 . 


(4. 2.26) 


四 、NLAR 模型 的 几何 遍历 性 
首先 讨论 可 加 噪声 NLAR 模型 的 几何 遍历 性 , 即 考虑 如 下 模型 ; 


fr = P Crea p) + es 


(4. 2. 27) 
(zor Th) E R’, 
式 中 {6) 是 白 噪 声 序列 ,不 一 定 要 求 Ee? 二 oo, 但 满足 
(Ee = 0, Ele|<~; (4.2.28) 
te Silas <t} 独立 . He 
由 8 3.5 的 讨论 知 ,(4. 2.27) 可 写成 如 下 一 阶 p 维 NLAR 模型 : 
x, = Q (x) + Eu; 
(4. 2. 29) 
a ER, 


RP x= (ttp) U= d0, 0H 
9 (x, 1) = (P (X-i) Li- ptt Tepe 
在 (4. 2. 29) 式 中 以 0( 零 向 基 ) 代 替 wu, 便 得 到 如 下 的 非 随机 动态 系 
统 : 
Jy =P Ds 


ly ER (4. 2. 30) 
Yo ` 
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(4. 2. 30) 式 称 为 模型 (4. 2. 29) 的 骨架 模型 ,而 (4. 2. 29) 式 犹如 给 骨架 模型 
(4. 2. 30) 添 加 了 sa 的 外 衣 . 以 下 定理 与 骨架 模型 (4. 2. 30) 有 密切 联系 . 
定理 4.2.8 如果 NLAR 模型 (4. 2. 29) 满 足下 列 两 个 条 件 : 

(i) 存在 某 个 户 维 向 量 范 数 © | ,常数 0<p<1 和 c 之 0, 使 得 

le @i.<ellel +e Vee R's (4. 2. 31) 

GD e 有 处 处 为 正 的 连续 分 布 密度 . 

则 模型 (4. 2. 29) 是 几何 遍历 的 . 

证 明 首先 ,由 引 理 4. 2.5 知 ,在 本 定理 的 条 件 下 ,由 模型 (4. 2. 29) 
决定 的 马 氏 链 {x,} 是 p,- 不 可 约 的 、 非 周期 的 , 且 R* 中 任何 有 界 p,- 正 测 
集 都 是 小 集 . 这 样 , 根 据 定 理 4. 1. 12, 为 证 明 本 定理 的 结论 ,只 需 证 明 : 存 
在 一 个 准则 函数 g、 一 个 有 界 集 C 和 正 数 <1，c> 0，c:>>0， 使 得 
(4.1.25) 和 (4. 1. 26) 两 式 成 立 . 为 此 , 取 g(x)= || x ||. 由 (4.2.28)、(4. 
2.29) 和 (4. 2. 31) 诸 式 , 有 

Elg(x)lxo = x)= Elg(9 (x) + eu)} 
Elle (x) + su ||. 
te (xz) ll, +E lleu ||, 
<Selxji, +e +e 


An 


<Ajxil,-CA-pixel,—ce-c], 
i (4. 2. 32) 
RP O0<p<a<l, c=(Ele|) |lu ll. BARR 
C= {xt lxil <K}, K>@+ed/A-— p), 
¢ 一 (一 OK 一 cec 一 cc=pK+c+c， 
则 由 (4. 2. 32) 式 得 到 
Elg(x,) ix = x}<Allx |]. — c 
=Agix) —c, VEC; 
Elg(x)|ro = x)See, VrE€EC. 
至 此 定理 得 证 . 1 
推论 4.2.9 若 NLAR 模型 (4. 2. 27) 满 足下 列 两 条 件 : 
G) 存在 常数 向 量 a== (a,,… ,a,)", 满 足 
1 一 az 一 … 一 ax 和 0，|lzl| 委 1， (4, 2. 33) 


使 得 


lim 12 oA Trl 9, (4. 2. 34) 
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且 对 每 一 个 KK 之 0， 
sup [P (x) = x| < oo; (4. 2.35) 
GD e 有 处 处 为 正 的 连续 分 布 密度 、 
则 NLAR 模型 (4. 2. 27) 是 几何 遍历 的 . 
证 明 由 定理 4.2.8, 只 需 证 明 在 推论 的 条 件 下 .模型 (4. 2. 27) 的 一 
Bt p EREA. 2. 29) 式 中 的 p 满足 条 件 (4. 2. 31) 式 即 可 . Ault. > 


[a e ap a) 
Vat e coal 

As |* >. K ， 
Os 1 0 


H(x)= 9 (x) — A(x) 
= (9 (x) 一 ax 00) 
于 是 
9 (x) = H(x) + Ax. (4. 2. 36) 
HI C4. 2. 33) 式 和 推论 2. 3. 10 知 ,o(4)<1, 从 而 由 定理 2. 3.9 知 , 存 在 一 
个 户 维 向 量 范 数 上 。 | ,, 使 得 变换 T(x)= Ax 为 依 范 数 e |, 压缩 的 ， 
即 存在 正 数 o<1 ,使 得 


Ax |.<ellxll.. Vere rR’ (4. 2.37) 
而 由 p 维 向 量 范 数 的 等 价 性 ,有 
IHO) |. cl H@) ll _ cle (x) 一 crx| 
qx, © dell Ie i 


从 而 由 (4. 2.34) 式 ,有 


Hoe) ll. _ 
im Tel 
Hee BY DFE IE OK > 0. 1 
LHW. 1 alt 
Txt. <2 当 ll xl. >Ko (4. 2. 38) 


由 (4. 2. 35) 式 和 向 量 范 数 的 等 价 性 ,有 
le œ l< i Axi, + Hœ |, 
<pllx|l. +e || HG || 
=p] xl. +c lp (x) — axl 
SPK, +c: 
<e<m, 4 xl Ko, 
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式 中 c>0 为 常数 , 且 在 不 同 地 方 出 现 ,其 含义 也 可 不 同 . 由 (4. 2. 37) 和 
(4. 2.38) 两 式 有 
lle œ l< | Axil. + Hœ |. 


Sell. +40- plxl, 


=30+Ø lal 4 xl >Ko 
综合 上 述 两 式 得 
le ,<Alxrl,+e, Yrer. 
此 即 (4. 2. 31) 式 . 从 而 推论 得 证 . I 
推论 4.2.10 ” 设 时 间 序列 {z,} 服 从 LAR(p) 模 型 , 即 
Li = QX- F e E aT + Es (4. 2. 39) 
式 中 系数 向 量 a= asa, 满足 (4. 2. 33) 式 ,{e } 为 白 噪声 序列 ,满足 
(4. 2. 28) 式 及 定理 4.2.8 的 条 件 (ii), 则 模型 (4. 2. 39) 是 几何 遍历 的 . 
证 明 ”推论 的 证 明 已 蕴含 于 推论 4. 2. 9 的 证 明 中 ,这 里 从 略 . 1 
对 上 述 定 理 及 推论 ,我 们 给 出 如 下 注解 和 例子 : 
注 4.2.11 当 模 型 (4. 2. 39) 为 平稳 LAR 模型 时 ,相应 的 一 阶 p 维 
LAR 模型 为 
x, = Ax- + eu, (4. 2. 40) 
AP A 如 推论 4. 2. 9 的 证 明 中 所 定义 ,其 谱 半 径 p(4)<1. 于 是 ,由 
(4. 1,.3) 式 可 得 
x,= eu + Ac, u 十 … 十 4eu + Ax, 


= PA's su + Ax- A'D A'e u 
tv =o 


= w, + A'x, — A'w,, (4. 2.41) 
式 中 
w, = Da u 

是 一 平稳 序列 ,w, 的 分 布 为 模型 (4. 2. 40) 的 不 变 分布 . 不 难看 出 ,对 的 
分 布 不 需要 定理 4. 2. 8 中 那样 强 的 限制 , (x,} 仍 能 有 几何 遍历 性 . 由 于 本 
书 以 介绍 非 线 性 时 间 序列 模型 为 主 ,不 讨论 保证 (4. 2. 40) 式 具有 几何 遍 
历 性 的 更 弱 的 条 件 , 这 里 仅 举 一 例 ,说 明 几 何 遍 历 性 条 件 在 适当 的 范 数 下 
可 以 减弱 . 
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例 4.2.12 考虑 如 下 LAR(1) 模 型 


n= ta, HES (4. 2.42) 
其 中 {e } 为 白 噪声 序列 , 且 
of 
Symptons 9= 二 +6， 则 (4. 2.42) 式 可 写成 
Mer Eye +, (4. 2.43) 


其 中 (7) 为 独立 同 分 布 序 列 , 且 Pa=0=P|1=5]=3- 由 (4.2.41) 
和 (4. 2. 43) 两 式 有 

»=u+ |4)» - [7] (4. 2.44) 
式 中 


Ce 
v= D(z) M-p 
易 见 Ku, o) AFRI. FER v 的 分 布 : 


UAE N 
Plu<zl=P@=0 = 7’ 


zlv< ythl=Plu<Z|+P[y<u< +4 
= P(e, = 0) + P(e, = 1,6... = 0) 
对 于 任意 的 有 穷 位 二 进 制 小 数 
ert mak 
其 中 过 ks 之 … 过 ,为 某 些 正 整 数 ,类 似 于 上 述 推 理 , 可 得 
Pl, <a)= P[o<u< (4)"] 


+el(a)<e<Xla)') 


PCE, = 0,6-1 = 0,0 sE, = 0) 
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注意 到 有 穷 位 二 进 制 小 数 在 [0,1] 中 为 稠密 的 , 且 vw 的 分 布 函数 为 连续 
的 ,从 而 由 上 式 得 

Pir <a =a, 0XSa<l. 
上 式 意味 着 v 的 分 布 为 [0,1] 上 的 均匀 分 布 .于 是 


Poy, <2)=P vu +(t)—-(+ 


w< a] 
2 ayera 

=P[u<z+(z)™—(3)>] 
<P(u<z+($) Col +}. 


\ 
另 一 方面 ， 


POy,<x)= Ply, + ()»- ($)»<s] 


>Plu>r- [4] dvl + D). 
以 Fe 表示 [0,1] 上 均匀 分 布 的 分 布 函数 ,以 F 表示 y 的 分 布 函数 , 由 上 
述 两 式 不 难 算得 
sup F(x) — Fel < | 二 lxl+ 9， 4.2.45) 
若 用 以 下 的 范 数 代替 (4. 1. 22) 式 中 的 全 变 差 范 数 , 即 
IF — GI. = suplF(z) — G@)], (4. 2.46) 
则 (4. 2. 45) 表 明了 F, 在 (4. 2. 46) 式 定义 的 范 数 下 以 指数 速度 收敛 于 
Fe. 如 果 用 下 式 代替 定义 4. 2.4 中 的 (4. 2. 8) 式 , 即 
limp || F, — Fe ||. = 0, 
则 在 此 意义 下 ,模型 (4. 2. 42) 是 几何 遍历 的 . 但 此 时 却 不 要 求 s 有 处 处 
为 正 的 密度 函数 . 
注 4.2.13 如 果 定 理 4. 2. 8 中 的 条 件 (4.2. 31) 式 中 的 c=0, 即 
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leol olec)il YyER, (4. 2.47) 
式 中 正 数 o<1, 则 依 定理 4. 2. 8,NLAR 模型 (4. 2. 27) 是 几何 遍历 的 . 实 
际 上 ,9 满足 (4. 2. 47) 式 的 压缩 条 件 时 ,相应 于 (4. 2. 29) 式 的 骨架 模型 
(4.2. 30) ,其 吸引 集 是 只 包含 零点 的 单 点 集 , 而 且 零 点 是 稳定 的 不 动 点 . 
如 第 2 章 所 述 ,这 样 的 动态 系统 的 结构 太 简单 了 ,与 稳定 的 线性 系统 太 相 
近 了 . 

定理 4.2. 14 如 果 NLAR 模型 (4. 2. 27) 中 的 {s} 满 足 定理 4. 2. 8 
的 条 件 , 且 存在 常数 0< <<1 和 c 宇 0, 使 得 

lp Cryer ry) | 和 Amaxf|lzil rl} te, (4. 2. 48) 
则 模型 (4. 2. 27) 是 几何 遍历 的 . 

证 明 首先 由 引 理 4. 2. 5 知 :在 条 件 (4. 2. 48) 下 ,由 模型 (4. 2. 29) 决 
定 的 马 氏 链 {z, } 是 p,- 不 可 约 的 、 非 周期 的 ,而 且 任 何 有 界 p- 正 测 集 都 是 
小 集 . 取 准 则 函数 

g(x) = max{ |z |se |x} = lr)... YrE€ER’, 
由 (4.2.27) 式 和 (4.2.48) 式 有 
lz I< lel +c + Amax{lzol ,ns |z. pr!} 
= jaj + ce + Àllxoll 
la.|< je,| +c + àmax{ |e, | +c 
十 Amax{|zo| ,|z-o+il) [zol soe, 2-421} 
< lel +etacia| +e) 
+ Amax{ |zof sees fre psl Ala pail} 
S lel +e +ACler| +e) + Allxoll.. 


依次 类 推 可 得 
laS Cle] +o) + ACla | tod +o 
+X 'Cje| +0) + Àllxoll o (4. 2. 49) 
(k= 1.2 p). 


于 是 由 (4. 2. 49) 式 ,有 
E{g(x,) xo = x)= E{max{|zr,] stes |z|} lxo = x} 
< p(Ele,| +c) + àlll. (4. 2. 50) 
AE (x SAF PPB x) E y= xu MEH A. 2. 50) 式 有 
E{g(y) |yo= x} <Allxl]| +e 
Alxl ~ [A ~Alall. — ec], 4.2.51) 
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其 中 0<M< <1. =p le | +c). AA A—A>O, HG. 2.5D RA g H 
定义 ,存在 正 整数 K 14 |x|]. SK Bt. A 一 Dg(x) 一 c >0. RKK, 
FES A= (xt |x|] CK} , 则 由 (4. 2. 5) RM EE Me > 0M > 0, E 
Egy) lyo = 2} SAg(x) —c,, YrEA; 
Elg(y) ly =z} Se. VWrE A. 

故 由 定理 4. 1. 12 知 , {xi,} 是 几何 遍历 的 . 再 由 定理 4. 1. 13 知 , {x,} 是 几何 
遍历 的 ,从 而 模型 (4. 2. 27) 是 几何 遍历 的 . 于 是 定理 得 证 . 1 

设 时间 序 列 {zx,} 服 从 NLAR 模型 (4. 2. 27). 对 变换 p 引进 如 下 记 


F: 
Y= PCM oY per) A Ao ry pt) 
V= PCM Yor Y -p+2) 
= Q (P (Yost Y-pri) Yor" sy pod) 
APY y+) 
- 般 地 有 


W= P Yn) = PY ep) 
= yy yp) RÈL (4. 2. 52) 
定理 4.2.15 如果 NLAR 模型 (4. 2. 27) 中 的 {e} 满 足 定理 4. 2. 8 的 
条 件 , 且 变换 ?满足 下 列 条 件 组 (i) ii) 或 iD) Gi: 
G) 存在 正 数 cos ABR LEAT yo yor yi ett ey ps A RSL RA 
IAY 1988 Dope) 一 外 (yy 9H pti) | Seal yo — Yols 
(4, 2. 53) 
Gi) 存在 正常 数 o<1 和 M 及 ,使 得 对 任何 yor y vert y- A RS 
1, 有 
[yory Yr! S ME (yl +e + ly per dD H es 
(4. 2.54) 
Gi) 存在 正常 数 <1 和 ,使 得 对 任何 Yo ry -1，,…，y-p+1 和 某 个 m 之 1， 
有 


p p 
Piplyor sy pr) | <£ iv a) fe, (4.2.55) 
全 各 


则 模型 (4. 2. 27) 是 几何 遍历 的 . 
证 明 ”我 们 仅 在 条 件 (i) ii) 下 给 出 定理 的 证 明 . CREW. ii 下 
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的 证 明 完全 类 似 . 
由 (4. 2.52) 和 (4. 2. 54) BRM ERA (yoy DER A 
lP (yy D| S Mpd yol + ee + ly- D te. 
从 而 根据 引 理 4. 2. 5 知 ,由 (4. 2. 29) 式 决定 的 马 氏 链 {x,} 是 py,- 不 可 约 的 、 
非 周期 的 ,而 且 任何 有 界 的 w- 正 测度 集 都 是 小 集 , 这 里 将 一 (zz- ates 
Lap". 
由 (4. 2.53) 和 (4.2.54) 两 式 ,经 反复 迭代 ,可 得 
lz lel + Ip Coes eet rep) | 
= je] + LP i HP Caine te tp pr) Treat Lip) | 
S lel + 1P (et anette Do Timp) 
— P (AEs Tp Ta Ep) | 
HP (PT rst Zips) oy T- | 
&| + eleil + lAl- 


tr pI 


I I IN 


el +e lei) tee tele 
+ [Gros sz paid] 
el tale tee tele 
+ Me (|x| + t Jepa D He (4. 2.56) 
记 向 量 v= (vw,… ,wv,)", 取 准则 函数 
a) = lol tert lv] ao ih. Wee RY 
再 选取 足够 大 的 正 整数 NN ,使 得 
bM t= A<1. 
于 是 ,由 (4, 2.503 HEEE E le | <20. EE 
Eg(xy) Ag(xo) +e, 
式 中 {x,} 满 足 模型 (4. 2. 27) 相 应 的 一 阶 p 维 模 型 (4. 2. 29), E 
c=pct+ (i+ Sra) Ele. 
S y, = xy. oN GG RE FEA. 2. 14 的 后 半 部 分 证 明 , 可 证 {xw} 是 几何 遍历 的 ， 
从 而 再 由 定理 4. 1. 13 知 ,模型 (4. 2. 27) 是 几何 遍历 的 . 1 
注 4.2.16 如 果 NLAR 模型 (4.2. 27) 中 的 变换 p 满足 
lg (x) — p o| S Klx — yl. Yxy ER’ (4.2.57) 
AP K 为 某 个 适当 的 正常 数 , 当 p=1it. p 满足 定理 4. 2. 15 中 的 条 


人 


-14 BIRO SER CERT PR EE 


{FG). 
推论 4.2.17 设 NLAR 模型 (4.2.27) 中 的 {e} 满 足 定理 4. 2. 8 的 
条 件 . 如 果 存 在 R’ 到 R' 的 可 测 函 数 Y%, 以 少 代替 定理 4. 2. 15 中 的 史 时 , 少 
满足 定理 4. 2. 15 中 的 条 件 (i) GD RM. GD’. A 
lp (xr) y wlc Vr€ER’, (4. 2.58) 
其 中 * 为 非 负 常数 , 则 模型 (4. 2. 27) 是 几何 遍历 的 . 
证 明 ”我们 仅 就 少 满足 (4. 2.53) 和 (4. 2. 54) 给 出 证 明 , 而 少 满足 
(4, 2.53) 和 (4. 2. 55) 时 的 证 明 是 完全 类 似 的 . 
由 (4. 2. 54) 和 (4. 2.58) 两 式 , 有 
leoc + ly | 
Sc + MeCUyn| +o t+ ly Des 
Vy = (yie E RY 
从 而 由 引 理 4. 2. 5 知 , 由 模型 (4. 2. 29 BR EY EE -不 可 约 的 、 
非 周期 的 ,而 且 任何 有 界 m- EMREDER. 
由 (4. 2.27) 和 (4. 2. 58) 两 式 , 有 
lz — r, -10t otp) S lel te (4. 2. 59) 
对 yy 沿用 (4.2. 52) 式 的 记号 ,由 (4. 2.56), (4. 2.58) 和 (4. 2. 59) 诸 式 , 并 
注意 用 几 代替 (4. 2.54 PHO. LA 
[zl lel + [Pay era | te 
<lelt+e 
+ [Pe HG Crane Lipa) Te Limp) 


— GPa, 300T pir sZt ) | 
十 QPP Cay gett et pod Doe ote p)| 
<lel Fete Cel Ho + Ilt ty) 
< 
<S dal +9 十 ee 十 c) 十 …… 十 ce 二 ce) 
十 [Alot rT pa) 


Sdelt+oO+ cle il 十 c) 
人 
+ Me (Dl I) +e 


以 下 仿照 定理 4. 2. 15 证 明 的 后 半 部 分 , 即 可 证 明 本 推论 的 结论 . 1 
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现在 我 们 来 讨论 随机 条 件 方差 NLAR 模型 的 几何 遍历 性 . 设 时 间 序 
列 {z,} 服 从 函数 型 随机 条 件 方差 NLAR 模型 (3. 3. 20), 即 
T= ECD Trp) FES Th) (4. 2. 60) 
其 中 {6,) 为 白 噪 声 序列 ,满足 (3. 3. 19) 式 ,p AS MBER 到 R' 的 可 测 函 
WAS 是 处 处 为 正 的 . 模型 (4. 2. 60) 的 一 阶 p 维 NLAR 形式 为 
fx =e Ce + SOx, us 
lx, ER, 
RP xu 和 9 的 定义 与 (4.2.29) 式 的 相同 . 
定理 4.2. 18 如果 NLAR 模型 (4. 2. 60) 满 足下 列 条 件 ; 
G) {6,) 为 白 噪声 序列 ,满足 (3. 3. 19) 式 ,上 且 s 有 处 处 为 正 的 连续 密 


(4, 2.61) 


GD 9 满足 定理 4. 2. 8 的 条 件 (i); 
(iii) S(x) 是 正 值 连 续 函 数 ,满足 对 每 个 实数 KOO, 


sup S(x) < co， inf Sx) >0, (4. 2. 62) 
ime nek 
A 
lim S@ = 0, (4.2.63) 
x= [lal] 


则 模型 (4. 2. 60) 是 几何 遍历 的 . 

证 明 根据 引 理 4. 2. 6 知 ,由 (4. 2. 60) 决 定 的 马 氏 链 是 pw- 不 可 约 
的 、 非 周期 的 ,而 且 任 何 有 界 wu- 正 测 集 是 小 集 . 根据 条 件 (ii) 取 准则 函数 
&Cr) 一 |xl, 这 里 xER". 则 由 条 件 (D 和 (ii) 及 户 维 向 量 范 数 的 等 价 性 ， 
存在 常数 c,>>0, 使 得 

E{g(x,) |x, = x}< Elp (x) + eSCx)u)l, 
< le (x). + IS ulj, + Ele, | 
< pllxl, + CoSCr) /xl + lxll, + c. 
(4, 2. 64) 


又 由 条 件 (iii) 知 ,对 于 二 (一 P), 其 中 <A FETE K> 0, fH Ile > 


大 ,时 ,有 


SEE ey 
EA ep). . 2.65) 
Tel. <= 2 (A— p) (4. 2. 65 


这 样 , 取 K>2max/Ky+2c/(A—p)} + 
A= {x:lxl. < K}, 
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re Fa 一 p) 开 一 c， 
则 由 (4. 2. 64) 和 (4. 2. 65) 两 式 知 : 
Elgan ix = x) <Alxl — [FA — oll — c] 
<All ces WEA. 


显然 ,由 条 件 (iii) ,存在 常数 >04 
E{g(x,) |x =x} Se, VWrE A. 
故 由 定理 4. 1. 12 知 ,模型 (4. 2. 60) 是 几何 遍历 的 . 1 

推论 4.2.19 如 果 定 理 4. 2. 18 中 的 条 件 (ii) 被 推论 4. 2. 9 的 条 件 
(iD 所 代替 , 则 模型 (4. 2. 60) 仍 为 几何 遍历 的 . 

证 明 应 用 定理 4. 2. 18 和 推论 4. 2. 9 的 证 明 方 法 即 可 证 明 , 具 体 证 法 
从 略 . 1 

此 推论 的 一 种 特殊 情况 为 如 下 的 推论 : 

推论 4.2.20 如果 定 理 4. 2. 18 的 条 件 (ii) 中 的 变换 p 为 线性 函数 ， 
即 9(r)=oarx, 其 中 系数 向 量 a= (a,…,a,)' 满足 条 件 (4.2.33) 式 , 则 模 
型 (4. 2. 60) 仍 为 几何 遍历 的 ，. 

定理 4.2. 21 如 果 NLAR 模型 (4. 2. 60) 满 足下 列 条 件 : 

G) {6) 满 足 定理 4. 2. 18 的 条 件 (i)， 

Gi) 9 满足 定理 4. 2. 14 的 条 件 (4. 2. 48) 式 ， 

GID S 是 正 值 连续 函数 ,满足 (4. 2. 62) 式 和 (4, 2. 63) 式 . 

则 模型 (4. 2. 60) 是 几何 遍历 的 . 

证 明 首先 ,不 难 验证 ,在 定理 的 条 件 下 ,由 (4. 2. 61) 决 定 的 马 氏 链 
是 Am- 不 可 约 的 、 非 周期 的 ,而 且 任何 有 界 p- 正 测 集 都 是 小 集 . BOEN R 
数 

gv) 一 max{blwl plz)，VER'， 
FEF v= wv AR Bi ob, HEE bi >b. > >b,>0, H A, <b, 
而 0<A<1 由 (4. 2. 48) 式 确定 . S 
p = max {À,àb,/bisisbisi/b;1 Si S p — 1}. 
由 定理 的 条 件 可 得 
E{g(x,) |x, = v}= E{g(g (vy) + €S)u)} 
< Emaxib (ig (V)| + Je, |S()) ,6 lv] ,eb, lv, |) 
< (Ele, |S) 
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+ max{b, |p v) | ,6 Nv | seebu- l} 


<c + cS) 
{ Àb, 
+ max | max { ab, |v, |b, |v» | ep Lop ， 
L b, b, 


b 


b, 
ra labeng 


balv, al 


<c + cS) + pmax{b, |v, | seb, 1v,|} 
和 Ag) 一 [( 一 pgC) 一 < 一 cSC)]， 
其 中 0<p<X4<1. 由 p 维 向 量 范 数 的 等 价 性 ,有 
p “blll < bv) < g0 < ov... < by. 
由 于 4 一 p>0, 故 由 条 件 ( 前 ) ,存在 太 二 0 充分 大 及 00,1815 4 ll SK 
时 ,有 
(一 O)g) 一 c 一 cSCGr) Sey. 
取 A= :ol 入 类 } 作 为 小 集 , 则 有 
E{g(x,) |x =v} Ag) — cs VWVEA, 
且 
E{g(x,) |x, = v} 
Sete sup S) +K <w, WrvEA, 


于 是 由 定理 4. 1. 12 知 ,模型 (4. 2. 60) 是 几何 遍历 的 . 1 
关于 本 小 节 的 定理 和 推论 ,可 参阅 文献 [6]. 
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在 本 节 中 ,我 们 将 利用 § 4. 2 的 定理 和 推论 ,讨论 第 3 章 提出 的 若干 非 
线性 时 间 序 列 模型 的 几何 遍历 性 问题 . 若 不 加 特别 声明 ,本 节 对 可 加 噪声 
NLAR 模型 类 , 均 假定 其 {e } 为 白 噪声 序列 ,并 满足 条 件 (4. 2. 28) 和 引 理 
4.2.5 的 条 件 (ii). 对 随机 条 件 方差 NLAR 模型 , 均 假 定 其 {s } 为 白 噪 声 序 
列 , 并 满足 条 件 (3. 3. 19) 式 和 引 理 4. 2. 5 中 条 件 (ii) ,并 且 S (x) 满足 定理 
4.2.18 的 条 件 (ii). 

例 4.3.1 设 时 间 序 列 {z,} 服 从 有 界 NLAR 模型 

Ti = P (Tisti) + Es (4. 3.1) 
其 中 变换 gH ET K> H 
le@|<K<o, VrE R’. (4.3.2) 


“118 第 4 章 非 线 性 时 间 序 列 模型 的 概率 结构 


由 定理 4. 2. 8 知 ,此 类 模型 是 几何 遍历 的 . 
类 似 地 ,车 {x} 服从 随机 条 件 方差 有 界 NLAR 模型 
Zi = PCB ot Bap) FE SC io (4. 3.3) 
其 中 9 满足 (4. 3. 2) 式 , 则 由 定理 4. 2. 18 知 ,此 类 模型 也 是 几何 遍历 的 . 
例 4.3.2 对 ANLAR 模型 , 即 
a = eH Shrey e + Srp) + es (4. 3. 4) 
MRES G=le PER WHFRLERARN. AER Br >0, 
620A >0 AIS p) Ate FA <1 EE 
ILD Làn] tes later G= 1.2.) (4.3.5) 
不 难 验证 ,函数 p (70,… ,x)= 二 c 十 用 (Ti) 十 … 十 /,(zx,) 在 R' 中 的 有 界 集 
上 有 界 , 且 存在 常数 ->max{m,…*rr)， c>cHat hep AHA toe 
十 NM 使 得 
1g reaa) | SAmax{ lailla} fe. Vx © RH |x Sr. 
从 而 由 定理 4. 2. 14 知 .ANLAR 模型 是 几何 遍历 的 . 
例 4.3.3 对 指数 型 NLAR 模型 (3. 2.16) 和 (3.2.17) 当 p=1 时 ,只 
要 |g| 二 1, 由 推论 4.2.9 知 .它们 都 是 几何 遍历 的 . 对 于 模型 (3. 2. 18) 而 
言 ,只 要 a= (gy ore Gay)! 满足 (4. 2. 33) 式 ,模型 (3.2. 18) 式 即 为 几何 遍 
历 的 . 
类 似 地 ,对 具有 随机 条 件 方差 的 指数 型 NLAR 模型 ,例如 对 模型 
(3.2. 18) ,其 相应 的 随机 条 件 方差 NLAR 模型 为 ( 仅 以 gx 三 0 为 例 ): 


i 
2) = Fo + Du (Fe + pue Fa a H ES (tye ete ps 
ar 


(4.3.6) 
只 要 a= las A) EC. 2.33) 式 ,根据 推论 4. 2. 19 知 ,模型 (4. 3. 6) 
为 几何 遍历 的 . 
例 4.3.4 考虑 半 参 数 NLAR 模型 , 即 
T= 二 or tore bape, FAC Ao Tip) + Ee 


(4.3.7) 
如 果 自 回归 系数 a= ( ，,…,a,)" 满足 (4. 2.330, RR h WE 
tim POL 二 9, (4.3.8) 
ve ibl 
sup hho] <œ, WK>0, (4.3.9) 
up. 


则 由 推论 4. 2. 9 知 ,此 模型 是 几何 遍历 的 . 
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类 似 地 ,在 上 述 条 件 下 ,由 推论 4. 2. 19 知 ,具有 随机 条 件 方差 的 半 参 
数 NLAR 模型 
X= An E aT,- He H ap HAC, 190 Lip) 
H ESCE, pt eT, p) 村 
也 是 几何 遍历 的 . 
例 4.3.5 考虑 8-ARCH 模型 
z, = Ela + are? 十 … + a,x? ,)"", (4.3.11) 
RP r”, = Cr} 0a) > 0.0K PL ,a, 50 (1 二 1,…,p), 此 时 还 约定 
Eeg =l. 
当 0 委 8< 1 时 , 易 见 定理 4. 2. 18 的 条 件 均 满 足 , 从 而 可 知 模型 (4. 3. 
11 ) 为 几何 遍历 的 . 
当 P=1 时 ,(4.3.11) 式 为 
站 一 go 十 az t e H arp) (4.3.12) 
此 时 定理 4. 2. 18 的 条 件 (4. 2. 63) 不 成 立 , 从 而 不 能 使 用 此 定理 , 下 面 直接 
利用 定理 4. 1. 12 来 证 明 模型 (4. 3. 12) 的 几何 遍历 性 . 
定理 4.3.6 若 ARCH 模型 (4. 3.12) 中 的 系数 满足 
ate tal, (4. 3.13) 
则 模型 (4. 3.12) 是 几何 遍历 的 . 
证 明 a oe p-a) 
9 (x, e) = llatan etapa? p) 
TI 
则 模型 (4. 3. 12) 转 化 为 一 阶 p 维 模 型 
x, = @ (x18). (4. 3.14) 
这 样 ,为 证 明定 理 4. 3. 6, 只 需 证 明 模 型 (4. 3. 14) 是 几何 遍历 的 . 
不 难 验证 ,模型 (4. 3. 14) 满 足 引 理 4. 2. 6 的 条 件 , 从 而 {z} 是 不 可 约 
的 、 非 周期 的 , 且 R 中 任何 有 界 的 Lebesgue 正 测 集 都 是 小 集 . 
取 准 则 函数 
g= 1+ bv? + bv} + + bo, Yv ER, 
hys onsu) AR bibe 满足 
G) b >b > >b, > 0ra Lbr: (4.3.15) 
Gi) WL (1 一 ww 一 … 一 oa 1)b.2<kSp. (4.3.16) 
(4.3. 14) 式 和 ke? 二 1, 可 得 
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E{g(x,) |x. = v} 


$ , 
= efi + bifa + Zezi) + Dbz; 
a 


a1 


= Efi + bei (a + Set) + Sout | 


j=2 


x=») 


e e 
<1+ha + Sav} + D ybr 


j= 


=c + 


<i <p\g@. (4.3.17) 


ERP c= 146,056). =0. 
由 (4. 3.15) 和 (4. 3. 16) 两 式 容易 验证 

aby + bis) 
b, 


0 = max| 


从 而 存在 常数 6) >0,0<0<A<1# K>0, 18 1G 4 |lv>K 时 , (4 一 0)g(v) 
一 c 之 a. FER 


1<i<p)<1. 


A = {vilo < K}, 

则 由 (4. 3. 17) 式 有 

E{g(x,) |x =v} Sagi) —c. VVEA, 

E{g(x,) |x =v} Se +0. A +bK’) <o, VrE€EA. 
最 后 ,由 定理 4. 1. 12 知 , {x,) 是 几何 遍历 的 ,也 即 模型 (4. 3. 12) SL fa 
历 的 . 1 
注 4.3.7 对 模型 (4. 3. 11) , 作 以 下 变换 是 有 趣 的 , 即 在 (4. 3. 11) 式 
两 端 平方 ,并 且 取 自然 对 数 , 则 有 
logx? = log(a, 十 aei p oee 十 apei) + loge. 
$ 
yı = logz?, 7, = loge?, 

则 上 式 又 可 写成 如 下 的 可 加 噪声 AR 模型 : 

yı = log(@ + aei 十 … + ape”) + Ne (4. 3. 18) 
再 令 Ve = Cnet ese pers & = M1000)", 
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多 (CD 一 log(a + aei 4 ee H apee), 
O OW d= (P CW) Mar Mapes 
则 与 (4. 3. 18) 式 等 价 的 一 阶 p 维 模型 为 
V= G) +E. (4, 3.19) 
易 见 ,由 (4. 3. 19) 式 确定 的 {y,} 是 以 (R$ 5 By) ARA Z A FFT 
fe. FRA = RX XRL, RL =[0,00), BS 为 Ri 上 的 Borel 集 所 
一 一 一 一 


成 的 o- 代 数 . 由 于 对 0<8 壹 1, 模型 (4. 3. 18) 满 足 引 理 4. 2. 5 的 条 件 ,从 而 
{y') 是 不 可 约 的 、 非 周期 的 , 且 R$ 中 任何 有 界 Lebesgue 正 测 集 是 小 集 . 

当 0 委 8<1 时 ,不 难 验证 

lp ~) | <Amax{v,.+.u,} to, VERS, (4.3.20) 

式 中 "= wsv). 从 而 由 定理 4. 2. 14 知 ,此 时 模型 (4. 3. 19) 是 几何 遍 
历 的 . 

当 B=1 时 ,由 于 

o (v) = log(ay + ae"! + ++ + ape") 

不 满足 (4. 3. 20) 3% , 故 不 能 使 用 定理 4. 2. 14. 进一步 ,plv) 也 不 满足 3 4.2 
中 其 他 定理 和 推论 关于 Y() 的 条 件 ,从 而 当 8= 1 时 ,8$ 4.2 的 定理 与 推 
论 尚 不 能 解决 (4. 3. 19) 式 的 几何 遍历 性 问题 . 但 是 在 定理 4. 3. 6 中 选取 
适当 的 准则 函数 ,已 经 证 明 , 此 时 模型 (4. 3. 19) 是 几何 遍历 的 ,在 此 证 明 
中 ,条 件 (4. 3.13) 和 Ee? 二 1 是 不 可 缺少 的 . 

例 4.3.8 考虑 如 下 广义 LAR 模型 


T= P COX) + + Or) + Es (4. 3.21) 
式 中 参数 6= (0;,…,0,)" THE Ol = 1. 如 果 存 在 正常 数 和 2<<1, 使 得 
lp (WISplrl/ VP +e, (4. 3. 22) 


于 是 有 
lg Ovi + e + Ov) SP/ VP lw + + + G,v,| + 
» 
< pmax{ |r| 5-5 lu S181/ VP +e 
ep 


< pmax{ |v, |),,)v,)} +. 
这 样 ,由 定理 4. 2. 14 知 .模型 (4. 3. 21) 是 几何 遍历 的 . 
如 果 (4. 3. 22) 式 被 下 式 代替 , 即 存在 常数 c, 使 q=c6 满足 (4.2. 33) 
式 , 且 
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lim 2G) — ez! _ 9, (4.3. 23) 
Se |x| 
则 由 推论 4. 2. 9 知 , 模 型 (4. 3. 21) 是 几何 遍历 的 . 
类 似 地 ,在 以 上 的 条 件 下 ,具有 随机 条 件 方差 的 广义 LAR 模型 也 是 
几何 遍历 的 . 
例 4.3.9 对 分 片 LAR 模型 (3.2. 8) , 即 
r= D (G+ Sours |e ER) +e, (4.3.24) 


如 果 在 区 域 R,，,… Ri 中 ,R;,… ,Ri 为 有 界 集 ,而 且 a= (Qi Gy)! W 
FECA. 2. 33) 式 , 则 容易 验证 定理 4. 2. 8 的 条 件 成 立 , 从 而 模型 (4. 3.24) 是 
几何 遍历 的 . 
在 以 上 条 件 下 ,随机 条 件 方差 分 片 LAR 模型 , 即 在 模型 (4. 3. 24) 中 
用 &S(x,_1) 代 赫 &, 也 是 几何 遍历 的 . 
例 4. 3. 10 考虑 门限 自 回 归 模 型 (3. 2. 9) , 即 
Po + Prey + os + Apti-p + Es 
4 — o < Ta Ê rz; 
Po 十 PT- 十 …… 十 Jo- 十 6 
z= M r L Ti-a Krss (4. 3. 25) 


Po 十 JrT- tt orp es 
4r S Te-a < 0. 


如 果 自 回归 系数 满足 
A= mex lel <1, (4. 3. 26) 
ic 


Pot Girt + Av H — o < vu Kr 
Po 十 Pivi H + Povp H ra < va Krs; 


P (up) = ae 


Po + Gavi + + Ppp, Hr, < va <o, 
容易 验证 
lp (wiseu) |S Amax{ |v, | sees |v, |} 
+ max{ | ol +++ | Gol} 
上 式 意味 着 (4. 2. 48) 式 成 立 , 故 由 定理 4. 2. 14 知 ,模型 (4. 3. 25) 是 几何 遍 
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历 的 . 
在 条 件 (4. 3. 26) 下 .具有 随机 条 件 方差 的 门限 自 回归 模型 , 即 在 模型 
(4.3.25) 中 用 6S (x,,) 代 替 & 而 得 到 的 NLAR 模型 , 仍 是 几何 遍历 的 . 
比较 例 4. 3. 9 和 例 4. 3. 10 可 见 ,模型 (4. 3. 25) 是 模型 (4. 3. 24) 的 特殊 
情况 . 但 是 ,保证 模型 (4. 3. 25) 为 几何 遍历 的 条 件 (4. 3. 26) 式 显然 太 强 
了 .其 主要 原因 是 ,模型 (4. 3. 25) 中 的 分 片区 域 R 都 是 RO 中 的 无 界 区 
域 ， 
R, = (viv = (a, oe, E R", r, <u Sra 
Q<j<s-)), 
R. = (vv = (vy erp) E Roe ry KO}, 
Retr, =o. 
下 面 的 两 个 一 阶 门限 自 回归 模型 的 例子 表明 了 为 保证 其 几何 遍历 
性 ,所 需 的 条 件 比 (4. 3. 26) 式 弱 . 
例 4.3.11 考虑 如 下 一 阶 门限 自 回归 模型 
fa, 十 az ite, 4a, o 


(4. 3. 27) 
18 十 Br tE 4x, 1<0, 


二 = 


其中 系数 wm% 和 A ii E 

waw<18<1 a<. (4. 3. 28) 
4 
> 


g(r) = (a, +a) > 0) + (8, + BI <0), 


(4. 3. 29) 
则 (4. 3. 27) 式 可 写成 
一 VCZ-1) 十 6 
FES 
gv) = awl (v >0) 十 Bu <0), (4. 3. 30) 
容易 验证 


JY) — Pwr) | < max{ la | 4/8, D lv: = vl. 
上 式 表 明了 y(v) 满 足 注 4. 2. 16 中 的 条 件 (4. 2. 57), 从 而 %(v) 满 足 推论 
4. 2. 17 中 关于 Pw) KEW. 
另 一 方面 ,由 (4. 3. 28) 和 例 2. 3. 22 的 讨论 可 知 ,yp 还 满足 推论 
4. 2. 17 中 关于 y(v) 的 条 件 (ii). 又 由 (4. 3. 29) 和 (4. 3. 30) 两 式 有 
lg) — ov) | < max{ la,! .1B,)}. 
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此 式 意味 着 (4. 2. 58) 式 成 立 . 于 是 由 推论 4. 2. 17 知 ,模型 (4. 3. 27) 是 几何 
遍历 的 . 
实际 上 ,条 件 (4. 3. 28) 还 是 保证 模型 (4. 2. 27) 为 几何 遍历 的 必要 条 
件 ( 详 见 文献 [106]). 
例 4.3.12 考虑 如 下 的 一 阶 门 限 自 回 归 模 型 
ao 十 ar- 十 ae， 4 — o< t <r; 
A + Ant +E, Brea LTr 
= tr a. 3. 31) 


Gt HF +8, Hr, ST- <0, 


其 中 自 回 归 系数 满足 
an Lla Klan 2 ay <1. (4, 3. 32) 
令 R=(—-~,r], 
R= ([risriay) 


G = 2ps; = 0 = ri SS Lr, < T = 0), 
p (0)= Da + aw E R,), 
f 


$v) = a,vl(v <r) + avl (v Sr.) + (a, — andr (v È r). 
利用 例 4. 3. 11 中 类 似 的 讨论 ,不 难 验证 p (v) 和 y(v) 满 足 推论 4. 2. 17 的 
条 件 ,从 而 模型 (4. 3. 31) 是 几何 遍历 的 . 

例 4.3.13 考虑 有 理 分 式 自 回 归 模 型 (3. 2. 20), 即 


tat tie taat 
say oy ane as oy (4. 3. 33) 


G) 如 果 p<q, H b, #0 HFE >, 18 1G 
lbo + biv + + + brl >>, 
则 
ao 十 az 十 … + a,v? 
by + by + e + b 
为 有 界 函 数 , 从 而 属于 例 4. 3. 1 的 特殊 情况 . 
Gi) 如 果 p=qt1, H0<|a,/b,|<1, WR = 一 as/ 名 ,不 难 验 证 


a) 一 


lim L = aul _ 
ee v 


从 而 仿照 例 4. 3. 8 的 讨论 可 知 , 此 时 模型 (4. 3. 33) 是 几何 遍历 的 . 
例 4.3.14 .考虑 逆 自 回归 模型 (3. 4. 8), 即 


0. 
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F(a) = mo + aa He H app H E (4. 3.34) 
如 果 (4. 3. 34) 式 中 的 嚼 数 卫 有 逆 函 数 =S , 令 =f), A. 3. 3K 
便 可 写 为 
一 四 十 ag(y-) + + agl Y- + E (4. 3. 35) 
如 果 系 数 a= (a,,…,a,) 满足 (4.2.33) 式 , 且 


Selec.) 一 oz 
lim =-—__,—- = 0, (4, 3. 36) 
ole Tel? 
则 由 推论 4. 2. 9 知 ,模型 (4. 3. 34) 是 几何 遍历 的 . 
另外 , 若 (4. 3. 35) 式 中 的 函数 g 为 有 界 函 数 , 则 由 例 4. 3. 1 知 ,模型 
(4. 3. 35) 仍 是 几何 遍历 的 . 


例 4.3.15 考虑 随机 条 件 方差 门限 自 回归 模 型 


if 


2, Dirt? is mt J ER), (4.3.37) 
HP (ep) #0 ESENTE 3: “KBE. > 令 
& = Lela, aE R), 
于 是 模型 (4. 3. 37) 可 写 为 = 
= Dive + Somes) aI Caa € R) +e. 


注意 到 ALLOH TTH, 用 引 理 4. 2. 5 的 证 明 方 法 ,不 难 验 证 由 
模型 (4. 3. 37) AE AY E RRB = (zy,… ,zi pe DRE An- 不 可 约 的 、 非 周 
期 的 , 且 R PAR Am- 正 测 集 是 小 集 . 
再 令 
tS b 
pv Vs) = Dd {9 + D pav Moa E Rj), 

如 果 条 件 (4. 3. 26) 式 成 立 , 则 类 似 于 例 4. 3. 10, hike hie 

lp Gy se vp) | SAmax{ |v, |, lul} +e. (4. 3. 38) 
从 而 仿照 定理 4. 3. 14 的 证 法 ,可 知 模型 (4. 3. 37) 是 几何 遍历 的 . 
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在 前 两 节 中 ,我 们 主要 讨论 了 NLAR 模型 的 几何 遍历 性 ,包括 一 些 
常见 的 并 在 实际 问题 中 被 广泛 应 用 的 NLAR 模型 . 实际 上 ,具有 几何 遍 
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历 性 或 只 有 遍历 性 的 非 线 性 时 间 序 列 模 型 ,它们 必 有 唯一 的 不 变 概率 分 
布 ,从 而 有 唯一 的 平稳 解 . 在 这 一 节 中 ,我 们 将 讨论 NLAR 模型 的 平稳 解 
问题 . 

从 前 面 两 节 的 讨论 可 见 , 为 了 利用 8$4. 2 的 定理 和 推论 来 推断 
NLAR 模型 的 几何 遍历 性 ,不 可 避免 地 要 涉及 由 NLAR 模型 所 决定 的 马 
氏 链 的 不 可 约 性 、 非 周期 性 和 小 集 的 概念 ,从 而 导致 对 白 噪 声 序列 {&} 施 
加 较 强 的 限制 一 一 e 有 处 处 为 正 的 连续 密度 . 在 本 节 后 面 的 讨论 ,特别 是 
本 节 最 后 对 GARCH 模型 . 双 线 性 模型 和 双重 线性 模型 的 平稳 解 的 讨 
论 , 如 果 不 强调 非 线性 时 间 序 列 模型 的 遍历 性 , 则 对 s 的 上 述 过 强 的 限 
制 是 可 以 被 去 掉 的 ,甚至 s 是 否 具有 密度 都 不 重要 . 本 节 还 将 讨论 当 & 
有 “处 处 为 正 的 连续 密度 ”的 假设 不 成 立时 的 NLAR 模型 平稳 解 的 存在 
问题 . 与 $4.2 和 $4. 3 的 讨论 一 样 ,还 将 论述 线性 模型 与 非 线性 模型 之 间 
的 差别 . 


一 、 压 缩 型 的 NLAR 模型 的 平稳 解 

本 小 节 讨论 压缩 型 的 NLAR 模型 平稳 解 的 问题 . 所 谓 压 缩 型 的 
NLAR 模型 , 即 其 相应 的 骨架 模型 中 的 变换 o 满足 (4. 2. 37) 式 的 NLAR 
模型 . 为 便于 比较 线性 情况 与 非 线性 情况 的 差别 ,我 们 再 次 讨论 一 阶 
LAR 模型 

Li = aL,- + 6, (4.4.1) 

Eple ARALARA Ae, (rs <I, lal <1. 由 $4.2 的 讨 
论 知 ,模型 (4. 4. 1) 有 平稳 解 : 


x= See, i 
' 在 给 定 & 的 分 布 时 ,模型 (4. 4. 1) 的 不 变 概率 分 布 即 是 
To 一 Swe, 


SA. HB =F Te WAS Ple=0)=P(e= >| =F, 
由 例 4. 2. 12 知 ,z 的 分 布 为 [0,1] 上 的 均匀 分 布 , 亦 即 [0,1] 上 的 均匀 分 
布 是 模型 (4. 4. 1) 的 不 变 概率 分 布 ,也 称 为 模型 (4. 4. 1) 的 平稳 分 布 .但 是 
对 于 一 般 情 况 ,即使 是 一 阶 LAR 模型 ,要 求 出 其 不 变 概率 也 是 不 容易 
的 . 

现在 讨论 p 阶 LAR 模型 
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Li = 4X, Ho + ar, + &, (4.4.2) 
其 中 (s) 为 白 噪声 序列 ,满足 (3. 2. 2) 式 ,系数 向 量 a= lasa) 满足 
(4.2.33) 式 . 此 模型 的 等 价 一 阶 p 维 LAR 模型 为 (4. 2. 40) 式 . 如 本 章 
$4.1 所 叙述 的 那样 ,满足 (4.2. 40) 式 的 {x.} 与 满足 (4.4.2) 的 {zx} 一 一 对 
应 ,而 {x'} 的 概率 结构 被 (4. 2. 40) 的 转移 概率 和 xo 的 初始 分 布 所 唯一 确 
定 . 必须 注意 ,(4. 2. 40) 的 不 变 概率 分 布 是 p 维 分 布 ,而 且 保证 
Xo = (Loo sn Lp) 
与 
X, = (ar + ar , +e Har pi 十 To Tt2) 

具有 相同 的 分 布 . 换言之 ,LAR(p) 模 型 (4. 4. 2) 的 不 变 概率 分 布 是 指使 
得 (zz -io…z-or0) 与 (zyz-i…yz-o) 具 有 相同 分 布 的 户 维 分 布 ， 
不 要 误 以 为 仅 指 z 与 xz,_, 具 有 相同 分 布 的 一 维 分 布 . 

利用 第 2 章 中 的 矩阵 约 当 标准 型 方法 ,可 知 级 数 


x, = DA ju (4. 4.3) 


是 依 概率 收敛 的 ,而 且 容 易 验证 它 满足 (4. 2. 40) 式 , 即 {x,} 是 (4. 2. 40) 式 
的 平稳 解 ,x 的 分 布 为 (4. 2. 40) 式 的 不 变 概率 分 布 . 其 唯一 性 也 不 难 验 
证 ,在 此 从 略 . 
对 于 LAR(p) 模 型 (4. 4. 2) 而 言 ,保证 它 有 唯一 平稳 解 的 关键 条 件 

是 :系数 向 量 a 满足 (4. 2. 33) 式 ,从 而 保证 (4. 2. 40) 式 的 骨架 模型 

[J = AY-13 

DER, 
按 某 范 数 具有 压缩 性 ( 见 定理 2. 3. 9). 由 一 阶 p 维 LAR 模型 (4. 2. 40) 的 
平稳 解 (4. 4. 3) 式 ,不 难 求 得 模型 (4. 4. 2) 的 平稳 解 . 在 这 一 求解 过 程 中 ， 
只 要 {&} 能 保证 (4. 4.3) 式 的 级 数 在 依 概率 意义 下 收敛 即 可 ,并 不 要 求 6 
的 分 布 具 有 正 密度 . 实际 上 ,能 使 (4. 4. 3) 式 依 概 率 收敛 的 充分 必要 条 件 
是 


(4.4.4) 


Emax ({1,log|é,|} < co (4.4.5) 

( 见 文献 [1]). 还 需 指出 ,虽然 对 LAR 模型 的 平稳 解 存在 性 的 讨论 是 很 

容易 的 事 ,但 是 要 求 出 其 平稳 分 布 的 具体 形式 却 不 容易 ,除非 对 某 些 极 特 
殊 的 情况 一 一 如 正 态 情况 ( 见 文献 [3]). 

对 于 NLAR 模型 , 求 其 平稳 解 和 不 变 概率 分 布 就 更 加 困难 了 ,例如 

对 可 加 噪声 NLAR 模型 (4. 2. 27) 及 其 等 价 的 一 阶 p 维 模 型 (4. 2. 29) ,一 
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般 说 来 ,很 难 求 出 其 平稳 解 的 明显 表达 式 ,而 只 能 用 类 似 于 (1. 5. 8) 式 的 
形式 表达 式 , 即 应 用 (4. 2. 29) 式 迭代 zt 步 : 
X= 9 (X) + en 
= 9 (P (X2) + & wu) eu 
= 9 (P (P (x 3) 6) E14) + Eu 


P (P (P CCP (P (xo) + Eu) 十 cu) mv) 

+ E-U) + Eu) 

+ eu. (4. 4. 6) 
当然 ,(4. 4.6) 式 并 不 是 模型 (4. 2. 27) 的 解 的 表达 式 . 不 过 根据 § 4. 2 的 定 
理 和 推论 , 当 模 型 (4. 2. 29) 的 骨架 模型 和 {s} 满 足 适 当 条 件 时 ,例如 条 件 
C4. 2. 31) 和 定理 4. 2. 8 的 条 件 (ii), 可 以 保证 模型 (4. 2. 29) 有 唯一 的 平稳 
解 . 现在 我 们 讨论 在 (4. 2. 29) 式 的 骨架 模型 (4. 2. 30) 具 有 适当 的 压缩 性 
质 时 ,放宽 定理 4. 2. 8 的 条 件 (i) 关 于 & 的 要 求 , 仍 能 保证 模型 (4. 2.29) 
有 唯一 的 平稳 解 . 其 基本 技巧 在 $ 1.5 中 曾 提 到 过 , 即 在 特殊 情况 下 ,可 使 
用 后 移 法 证 明 一 阶 一 维 NLAR 模型 的 平稳 解 的 存在 性 ,并 提出 如 何 给 出 
SF ERP BY HELL. 将 这 一 方法 推广 到 模型 (4. 2. 29) , 便 可 得 到 如 下 定理 : 

定理 4.4.1 若 NLAR 模型 (4.2. 29) 的 骨架 模型 (4. 2. 30) 满 足 条 件 
lp œ — e o)l, < elx — yl Yxy ER’, (4.4.7) 
Epil 为 某 p 维 向 量 范 数 , 正 数 p 二 1,{s,} 为 白 噪声 序列 并 且 满 足 
(3.2.2) 式 , 则 模型 (4. 2. 29) 有 唯一 的 平稳 解 . 
证 明 由 (4.4.7) 式 , 取 y=0, 可 得 
lle (x) — 9 ||. < elx., Y x E R’. (4. 4.8) 
BU Ox) =e (x) 一 pg (ORE p (x), 则 8(0) 二 0, 所 以 不 妨 假定 9 (0) 一 
0. 于 是 代替 (4. 4. 8) 式 ,我 们 使 用 
lo ll, < Pll., Vxe R’, (4.4.9) 
此 式 表明 p 具有 压缩 性 质 . 沿用 (4.4. 6) 式 的 记号 , 令 
u = eu +O (O (9 (Q (0) + Eng) 十 Eap) + Eiu). 
(4. 4, 10) 
上 式 中 的 各. 表示 从 x. =O RAC. 2. 2 IER n KARA. 用 类 似 
于 $1. 5 的 推理 方法 ,可 得 
上 一 多 省 入 pl 1 — Enina 
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< ee 

SPE me treme ~ Sta me elle 

S PNP E-mt-m) H Ermi — Ermana llo 
SONG a-mi) — P Ol 

SPE nell, 


= ONO Ermini) F Emly 

Sor{le ,| lul, + pl si 

KONG Erm + Bs (Em) H PNE -m-n 
< eseese 

L P” {Òi [Em | A PÔ: E-m] Hove + "ole .|} 
SPA ew) H elem al Hoe HO eal H 


= pr Seem jl (4.4.11) 
Hp ô = llull. 由 于 (4.4. 11) 式 右 端的 随机 级 数 是 依 概率 收敛 的 ,从 而 
[Ene — Smelly > 0, a.s., H nm 一 oo 
BCE.) A Cauchy 序列 . 于 是 {5.,} 概 率 为 1 地 有 极限 , 记 为 
x= limé,,,, a.s.. (4. 4.12) 


再 由 (4. 2. 29) 式 和 (4. 4. 10) 式 ,有 
Eu = Exe) 十 eu 
又 由 条 件 (4.4. 7) 式 知 ,9 为 连续 的 ,从 而 由 上 式 和 (4.4.12) 式 ,有 
X, = F (xX1) + eu. 

由 (4.4, 10) 式 和 (4. 4. 12) 式 知 ,{x,} 为 平稳 的 , 即 {x,)} 是 (4. 2. 29) 式 的 平 
稳 解 , 解 的 唯一 性 是 显然 的 . 1 

在 定理 4. 4. 1 中 ,我 们 只 保持 了 对 {e)} 的 最 基本 的 假定 , 即 {e } 为 白 噪 
声 序列 , 且 满 足 (3. 2. DR. 如果 假定 s 的 分 布 满足 定理 4. 2. 8 的 条 件 
(iD ,而 (4. 4. 8) 式 保证 了 定理 4. 2. 8 的 条 件 (i), 则 直接 由 定理 4. 2. 8 知 , 模 
型 (4. 2. 29) 有 平稳 解 . 但 在 定理 4. 4.1 的 证 明 中 , 既 没有 使 用 关于 & 的 较 
强 的 条 件 一 一 定理 4. 2. 8 的 条 件 (ii) ,也 没有 涉及 马 氏 链 的 概念 . 事实 上 ， 
定理 4. 4. 1 中 对 {e} 的 假定 还 可 以 放宽 . 因为 在 定理 4. 4. 1 的 证 明 中 ,需要 
用 到 (4. 4. 11) 式 右 端 随机 级 数 依 概 率 收敛 的 性 质 ,所 以 根据 {e } 独 立 同 
分 布 的 假定 ,只 要 条 件 (4. 4. 5) 式 满足 , 便 有 (4. 4. 11) 式 右 端 随机 级 数 依 
概率 收敛. 这 一 条 件 不 能 再 改进 了 ,除非 (x) =0. 
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由 上 述 讨 论 可 见 , 使 用 8 4. 2 中 的 定理 或 推论 来 判断 压缩 型 的 
NLAR 模型 有 无 平稳 解 ,似乎 有 点 “大 材 小 用 ”, 反 而 对 {s,} 施 加 了 过 强 的 
限制 ,而 定理 4. 4. 1 放宽 了 这 一 限制 . 人 们 自然 会 想到 ,能 否 进一步 推广 定 
理 4.4. 1 呢 ? 例 如 将 条 件 (4. 4.7) 放 宽 为 4. 2 中 诸 定理 的 条 件 ?我 们 不 能 
简单 地 回答 这 一 问题 . 正如 在 8 4. 2 中 注 4. 2. 13 中 所 论述 的 那样 ,在 条 件 
(4.4.7) 下 ,模型 (4. 2. 29) 的 骨架 模型 (4. 2. 30) 的 吸引 集 是 单 点 集 ,并 且 
是 整体 稳定 的 . 这 与 平稳 线性 情况 很 相似 . 而 在 $ 4. 2 的 多 数 定理 和 推论 
中 ,相应 的 骨架 模型 (4. 2. 30) 的 吸引 集 都 是 有 界 集 . 这 与 定理 4. 4. 1 的 条 
件 有 本 质 区 别 . 

最 后 ,我 们 还 要 指出 ,在 8$ 4. 1 中 所 定义 的 不 可 约 概念 在 讨论 NLAR 
模型 的 平稳 解 问题 时 ,也 有 其 不 便 之 处 . 仍 以 模型 (4. 4. 1) 为 例 , 取 “一 


1 
z 


n= La +6, (4.4.13) 


Ke) ARE EAH ARM RAT PO =D=P@q=—-=5. 如 前 
所 述 ,模型 (4. 4. 13) 有 平稳 解 
rae D(z) e (4.4.14) 
又 如 在 注 4. 2. 11 中 所 讨论 的 那样 , 若 以 |F 一 Gl 代替 全 变 差 范 数 , 则 模型 
(4.4.13) 还 具有 几何 遍历 性 . 现在 还 要 指出 , 按 $ 4. 1 的 不 可 约定 义 ,由 
(4.4. 13) 式 决定 的 马 氏 链 不 是 不 可 约 的 . 因为 当初 始 值 zo 为 有 理 数 时 ， 
显然 ri,zz,… 都 是 有 理 数 .于 是 记 4= {z:z 为 无 理 数 }, 必 有 
P(x,4)=0, VxrEA. (4.4.15) 
不 仅 如 此 ,对 任意 正 整数 &, Pt(z,4) 一 0, 而 且 w(4')=0, 这 里 /为 
Lebesgue 测度 . 另 一 方面 ,对 于 任意 >E4, 从 > 出 发 ,由 (4.4.13) 失 代 产 
生 的 ri,zz,… 均 为 无 理 数 ,从 而 
P(y,A) = 0. (4. 4. 16) 
联合 (4.4.15) 和 (4. 4. 16) 两 式 可 知 ,由 (4. 4. 13) 决 定 的 马 氏 链 不 可 能 是 
不 可 约 的 . 由 于 这 样 ,无 法 使 用 $ 4. 2 中 的 任何 定理 和 推论 来 判断 模型 
(4. 4. 13) 有 无 平稳 解 .但 是 (4. 4. 14) 式 表明 了 模型 (4. 4. 13) 确 有 唯一 的 
平稳 解 , 而 且 如 注解 4. 2. 11 中 所 述 ,在 某 种 意义 下 ,模型 (4. 4.13) 还 是 几 
何 遍历 的 . 
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综 上 所 述 , 从 研究 NLAR 模型 的 平稳 解 和 平稳 分 布 的 角度 来 看 ,使 
用 $4. 1 中 的 马 氏 链 的 漂移 准则 的 方法 似 有 不 足 之 处 . 


二 、 非 压缩 型 的 NLAR 模型 的 平稳 解 

在 定理 4. 4. 1 中 ,被 讨论 的 NLAR 模型 (4. 2. 29) 中 的 变换 RAE 
缩 性 ( 见 (4.4.7) 式 ), 从 而 相应 的 骨架 模型 (4. 2. 30) 的 吸引 集 为 单 点 集 ， 
且 为 指数 速度 整体 稳定 的 . 现在 讨论 不 具有 压缩 性 的 NLAR 模型 有 平稳 
解 的 条 件 问题 . 为 了 论述 方便 ,以 下 所 述 压缩 性 均 指 模型 的 变换 满足 
(4.4.7) 式 . 4 NLAR 模型 (4. 2. 29) 不 具有 压缩 性 时 ,一 般 说 来 ,相应 的 
骨架 模型 (4. 2. 30) 的 吸引 集 不 仅仅 是 含有 单 点 元 素 ,这 时 定理 4. 4. 1 不 再 
适用 了 ,因此 ,其 证 明 方法 也 不 再 奏效 . 下 面 先 分 析 一 个 例子 . 

例 4.4.2 考虑 如 下 分 段 LAR 模型 : 


去 十 去 mn- 十 as， HD 
r= 1 (4.4.17) 
一 去 十 到 ar tes M z- <0, 


其 中 {e,) 为 白 噪声 序列 ,满足 (4. 2. 28) 式 . WR e EM EEA. 2. 8 的 条 
件 , 则 模型 (4. 4. 17) 是 几何 遍历 的 . 从 而 不 论 zo 为 何 值 ,z, 的 分 布 都 以 指 
数 速度 收敛 于 模型 (4. 4. 17) 的 不 变 概率 分 布 . 但 是 ,如 果 & 不 满足 定理 
4. 2.8 的 条 件 , 模 型 (4. 4. 17) 就 不 一 定 是 几何 遍历 的 . 比如 当 s 服从 二 点 


分 布 且 Ps= 寺 | =P(e=—4] = 二 时 ,模型 (4.4. 17) 的 不 变 概率 分 
布 就 不 唯一 ( 见 例 4. 2. 3), 从 而 平稳 解 也 不 唯一 . 所 以 模型 (4. 4. 17) 不 可 
能 具有 遍历 性 . 

上 述 现 象 与 模型 (4. 4. 17) 的 骨架 模型 有 关 , 其 骨架 模型 为 

fly cay 当 y- > 0; 
pe (4. 4.18) 
[+a 4 yı <0. 
易 见 ,(4. 4. 18) 式 有 两 个 不 动 点 { 一 1} 和 人 f1} ,而 且 它们 的 吸引 域 分 别 是 
[o,co) 和 (一 cc,0). 它 们 都 是 局 部 几何 速度 稳定 的 不 动 点 . 显然 , 当 & 的 
取 值 满足 |s | 二 缘 时 , 若 (4.4.17) 式 从 初始 值 zsE [0,co) 出 发 ,产生 的 迭 
代 序 列 {z,} 仍 满足 rE [50,co), 于 是 x 的 分 布 收敛 到 
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u=1+ Z3) e 
名 


的 分 布 .反之 , 若 从 初始 值 ro E (一 oo,0) 出 发 ,类 似 地 有 zE 0,0), 
从 而 x, 的 分 布 收敛 到 
v Fi TF D3) 

的 分 布 .由 此 可 见 , 对 骨架 模型 (4. 4. 18) 增 添 了 随机 化 的 “外 衣 ?”e 以 后 的 
(4.4.17) 式 并 不 能 将 两 个 不 同 的 吸引 元 {1} 和 1{ 一 1} 联 接 起 来 ,或 形象 地 
说 ,这 件 随 机 化 “外 衣 "” 还 太 “ 单 薄 ”, 不 能 把 骨架 完全 “ 遗 隐 ?起 来 . 如 果 将 
随机 化 的 “外 衣 ?”e 加 强 到 满足 定理 4. 2. 8 的 条 件 (ii), 则 由 该 定理 可 知 , 模 
型 (4.4.17) 有 了 唯一 的 不 变 概率 分 布 ,而 且 具 有 遍历 性 . 至 此 ,人 们 自然 会 
间 , 若 只 为 保证 模型 (4. 4. 17) 有 唯一 平稳 解 ,那么 & 的 分 布 的 最 低 限制 
是 什么 呢 ? 根 据 8$ 4. 2 的 定理 及 其 证 明 过 程 可 见 , 至 少 应 当 保 证 (4. 4. 17) 
式 所 决定 的 马 氏 链 是 不 可 约 的 . 为 了 使 {z,} 是 不 可 约 的 ,至 少 要 求 

lim supP(z， E [0,oo)|zo=z)>0，VYVzER，(4.4.19) 

lim supP (a, E (— &,0) |x =z) >0, VrER. 


(4. 4. 20) 
由 上 述 讨 论 不 难看 出 ,(4. 4. 19) 和 (4. 4. 20) 两 式 成 立 的 充分 必要 条 件 是 
Ple>3|>o Pils < 一 十 >0. (4.4.21) 


综 上 所 述 , 当 NLAR 模型 (4. 2. 29) 中 的 9 不 满足 压缩 性 ,而 满足 
$ 4. ?中 的 某 些 定理 或 推论 的 条 件 时 ,模型 (4. 2. 29) 是 否 有 唯一 平稳 解 和 
不 变 概 率 分 布 ,还 取决 于 & 的 分 布 性 质 . 

在 9 不 具有 压缩 性 时 ,不 能 用 证 明定 理 4.4. 1 中 的 方法 构造 柯 西 序列 
FE NLAR 模型 的 平稳 解 . 进一步 , 若 NLAR 模型 (4. 2. 29) 的 骨架 模 
型 中 的 变换 9 满足 定理 4. 2. 8 的 条 件 (i) ,但 e 不 满足 该 定理 的 条 件 (ii)， 
我 们 既 不 能 利用 定理 4. 4. 1 ,也 不 能 用 定理 4. 2. 8 来 判断 模型 是 否 有 平稳 
解 . 下 面 讨论 在 此 情形 下 ,NLAR 模型 平稳 解 的 存在 问题 . 先 讨论 如 下 的 
分 片 取 常 数值 的 自 回 归 模 型 

z= Sale LER) + & (4. 4. 22) 


RP aa: 为 常数 ,R， oak 为 尺 的 一 个 有 限 分 割 . ERE, (4. 4. 22) 
式 是 (3. 2. 8) 式 的 特例 . 显然 ,如 果 {e} 是 白 噪 声 序列 ,满足 条 件 (4. 2. 28) 
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式 和 定理 4. 2. 8 的 条 件 (ii) ,那么 模型 (4. 2. 22) 是 几何 遍历 的 . 当 {ej} 不 满 
足 定理 4. 2. 8 的 条 件 (ii) 时 ,模型 (4. 4. 22) 是 否 还 有 平稳 解 呢 ?下 面 通过 
求 模 型 (4. 4. 22) 的 不 变 概率 分 布 来 解决 这 一 问题 . 记 
g(x) = Yala € R), q; = P(r € R). 
注意 到 s 5 x HRI h A. 2.22) 式 有 
P(r, <z)= PCE (a) He < ar) 
= Pe Cti) + < Tst- E R;) 


=! 


1 
= DPla +e < Pr)€ R,) 


和 名 
i 
= Ra apg VER. (4. 4. 23) 


m 
式 中 ,为 & 的 分 布 函数 .在 (4.4.23) 式 中 , 当 给 定 z 时 ,F(z 一 a)) 是 已 
知 的 . 因此 ,为 求 x, 的 不 变 分 布 P(x 过 zx), 只 需求 出 概率 值 g G=, 
ORM AY. 再 由 (4. 4. 22) 式 .e 与 xz, 独立 及 & 的 同 分 布 性 质 ,又 有 

P(x, E€ R)= P(g (zx) + & © Ry) 


= X Pla, +e € RIP. ER). (4.4.24) 
id 
Pu = Plate € R), 
由 (4.4. 24) 知 ,模型 (4. 4. 22) 的 不 变 概率 分 布 应 满足 如 下 方程 ; 
上 


a = D pagi (= 15250 dd. (4, 4. 25) 
i 
q= Gis) 
pu pa pn 
pa lr Pa a 


bu pu * Pu 
于 是 ,(4.4.25) 式 可 写成 如 下 矩阵 方程 : 
q = Pq. (4. 4. 26) 
以 下 证 明 ,在 一 定 的 条 件 下 REET BE CA. 4. 26) 存 在 唯一 的 非 负 解 . 为 此 ， 
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引进 如 下 记号 和 定义 ,对 和 抢 阵 A= (ai,)ix: 和 向 量 b 二 (61,…,60)', 记 
A>0 表示 oj 二 0 Gj=lerDs 
b>O0 R AO (一 1 0); 
Pb>Ab 表示 Pb — b> 0. 
再 记 
ACA) = (A: FF TE [iy Bt b> 0,187 AbDAb, H bitet, 
Ay=sup{A:AE ACA) }. 
引 理 4. 4.3 WRB ADO HAR 4 的 一 个 特征 值 , 则 必 存 在 向 
H bo 六 0, 使 得 Abo = Arbo. 
证 明 见 文献 [68]. 
引 理 4.4.4 BRETT FECA. 4. 26) 式 必 有 非 负 解 . 
证 明 由 矩阵 尸 的 定义 知 
PaO, patee t+ pa=l, G=Ayed), (4.4.27) 
RIG RE P 是 一 转移 矩阵 . 记 e=(1,1,…,1)", 则 有 
P'e =e, 
即 1 是 Po 的 特征 值 ,从 而 也 是 了 的 特征 值 . 又 由 A(P) 的 定义 知 ,1E 
A(P), 且 对 任意 的 XE 4A(P), 必 有 4 六 0, 使 得 
Pb `> db. 
将 上 式 两 端 向 量 的 元 素 各 自 相 加 ， lig 4.27 RA 


Dore 2 > (Pe) =1 
SAD =à 


从 而 由 % 的 定义 知 A= 1. 再 由 引 理 4. 4. 3 便 得 引 理 的 结论 . 1 
引 理 4. 4. 5 ”如 果 存 在 正 整数 ASI RIG 
P = (PP iciict 
中 的 第 * 行 元 素 
PP >O0 0G=1,2,.,0), (4. 4. 28) 
则 和 矩阵 方程 (4. 4. 26) 的 解 是 唯一 的 . 
证 明 ”由 文献 [43] 和 条 件 (4. 4. 28) 式 知 
limp = 6, >0, a>, =1. (4. 4. 29) 


Ze b= (bsb) Q= (bby b), MWA. 4 29) 式 意味 着 
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limP'Q=Q, PQ=Q. 
从 而 
Pb =b. 
由 (4, 4. 26) 式 知 g=b, AREE. 1 
由 引 理 4. 4. 4 和 引 理 4. 4. 5 知 , 如 果 条 件 (4. 4. 28) 成 立 , 则 矩阵 方程 
(4. 4. 26) 有 唯一 的 非 负 解 ,从 而 由 (4. 4. 23) 和 (4. 4. 24) 两 式 知 ,模型 
(4. 4. 22) 有 唯一 的 不 变 概率 分 布 . 虽然 寻找 使 (4. 4. 28) 式 成 立 的 充分 必 
要 条 件 不 容易 ,但 是 ,在 很 多 情况 下 ,其 充分 条 件 却 是 容易 给 出 的 . 例如 当 
Reo Ri Al 个 区 间 
Rj= jr] G= 1,2l — Ds R= (r0), 
其 中 一 ce=ro<m<…<r-i<r 一 co , 记 
a =min(a,,***,a,), a*t = max(a,,**,a;). 
WR & 的 分 布 为 离散 分 布 , 且 落 在 [e- Hra tr PBT ABE 
的 概率 大 于 0, 易 见 (4. 4. 25) 式 中 的 每 个 刀 之 0, 从 而 引 理 4. 4. 5 中 的 条 件 
(4.4. 28) 式 成 立 , 且 相 应 的 k=1,s==1( 实 际 上 s 可 取 1 至 /之 间 的 任何 整 
数 ), 于 是 模型 (4. 4. 22) 有 唯一 的 平稳 解 . 
特别 地 , 当 模 型 (4. 4. 22) 有 如 下 形式 : 
但 +e, %42,,>0; 
= (4, 4. 30) 
ate, 42,<0, 
RP a, >0, ar<0. ME ©, 的 分 布 满足 
Pls <—a)>0 P(e,>—a;)>0, (4.4.31) 
则 引 理 4. 4. 5 的 条 件 (4. 4. 28) 成 立 , 从 而 模型 (4. 4. 30) 有 唯一 的 平稳 解 . 
例如 , 若 & 的 分 布 为 
Pls=—a—6d)=p>0; 
E 一 1 一 户 二 0， 
式 中 8 为 任意 正 实数 , 则 容易 验证 (4. 4. 31) 式 成 立 . 这 时 模型 (4. 4. 30) 的 
不 变 概率 分 布 可 由 (4. 4. 23) 式 和 (4. 4. 24) 式 给 出 . 例如 取 
ô >max{a,, 一 az}， 
则 Pla, + £ > 0) = P(e =— a, +8) =1— p Apn» 
Pla, +6 <0) = P(e =— a, — ô) = p A pn, 
Pla, + > 0) = P(e, =— a, +8) = 1 — P A Pns 
Pla, +6 <0) = Pe, =— a, — 8) = p A pn. 


(4. 4. 32) 
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将 上 述 四 式 代入 (4. 4.24) 式 ,得 
qi=1—p,g=p. 
再 将 q1.9: 代 入 (4.4. 23) 式 ,得 
F(z)= P(x, < z) = Fx — ay)qy + F(z — a2)q2 
= Fr — a) — p)+ Fz —a,)p 


0, 当 z<a: 一 al 一 0; 
Py %4 a, 一 ww dr 
二 12， 当 一 6+<6; (4. 4. 33) 
2p— pP, 48<K<r<a — a +’; 
1, “r>a — a +ô. 


另外 ,通过 直接 验证 可 知 ,无 论 (4.4. 30) 式 中 的 初始 值 z。=a 取 什 么 
值 ,x; 的 条 件 分 布 P(z:<zlzo=a) 都 与 (4. 4. 33) 式 给 出 的 不 变 概率 分 布 
相等 .进一步 还 可 验证 zi,zi,… 的 条 件 分 布 也 是 如 此 . 于 是 ,由 定义 
4. 2. 4 知 ,如 果 服从 由 (4. 4. 32) 式 给 出 的 离散 分 布 , 则 模型 (4. 4. 30) 是 
几何 遍历 的 . 

但 讨论 模型 (4. 4. 22) 有 唯一 平稳 解 的 方法 ,对 于 一 般 的 NLAR(p) 模 
型 却 不 适用 ,具体 理由 如 下 : 

考虑 分 片 取 常 数值 的 NLAR(p) 模 型 


z= Dal, LER) +E, (4. 4. 34) 


JOR, (j= Lacey LSE R* FAY A BRD BD Ces} HER PS EO 满足 
(3. 2.2) 式 .将 (4. 4. 34) 式 改写 成 相应 的 一 阶 p 维 NLAR 形式 ,再 使 用 
(4. 4. 24) 式 的 推导 方法 ,并 不 能 得 出 (4. 4. 25) 式 . 其 原因 在 于 ,事件 
{9 (x) Heu E Re} 5 (x 1ER,} 不 再 相互 独立 ,其 中 
9 (x) = Cad ey © R) +e Hea Te © R) dere Tp) 
也 即 
PQ (x-1) + eu € Rix- E Rj) 

= P( (aj + eT i Tips)” © RE Rj) 

F PCa, + Es Eit Ep2) E RDP € R), 
RAH p= 二 1 时 ,在 (4.4.24) 式 中 才能 有 上 述 等 式 成 立 . 

另外 , 当 p 二 1 时 ,可 用 讨论 模型 (4. 2. 22) 有 唯一 平稳 解 的 方法 解决 

9(z) 为 有 界 连续 函数 的 NLAR(1) 模 型 的 平稳 解 问题 . 若 NLAR(1) 模 型 
中 的 9 为 有 界 连续 函数 ,考虑 如 下 的 近似 模型 
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i 
a= Dally (x) ER) +E, (4. 4. 35) 
a 
式 中 R, =(= œr), 
Rin = [risrit') 


G= leel 1; oS rnr cen =n =e), 

{6} 为 白 噪声 序列 ,满足 (3. 2. 2) 式 . 近似 模型 (4. 4. 35) 可 按照 模型 (4. 4. 
22) 的 方法 求 出 其 不 变 概率 分 布 . 当 (4. 4. 35) 式 中 的 ! 趋 于 无 穷 , 而 且 R, 
的 区 间 长 度 也 都 趋 于 零 时 ,可 用 求 极限 的 方法 讨论 有 界 的 NLAR (1) 模 
型 的 平稳 解 存在 问题 . 这 些 内容 涉 及 较 多 的 概率 测度 弱 收敛 的 知识 ,有 待 
进一步 研究 ,这 里 不 再 深入 讨论 了 . 

对 一 般 的 NLAR 模型 (4. 2. 27) 或 模型 (4. 2. 29) , 求 其 不 变 概率 分 布 
只 能 给 出 如 下 的 积分 方程 : 


P(x, € 4) 一 [rc wp = fra.ayPax, (4. 4. 36) 


RP P (x, € 4) 为 模型 (4. 2.29) 的 不 变 概率 测度 . 对 于 方程 (4. 4. 36) 的 求 
解 问题 ,一 般 只 能 用 数值 计算 方法 . 在 极 少 的 特殊 情况 下 ,也 可 能 有 特殊 
的 求解 方法 ,如 在 8 4. 2 中 对 LAR(1) 模 型 (4. 2. 10) 的 不 变 概率 分 布 的 讨 
论 即 是 如 此 . 下 面 再 举 一 个 非 线性 的 例子 . 
例 4.4.6 考虑 如 下 NLAR(1) 模 型 
m = a|r) + e (4. 4. 37) 
式 中 {e } 为 白 噪 声 序列 ,满足 (4. 2. 28) 式 .s 具有 连续 且 为 正 的 密度 f., 并 
且 lel<1. 由 定理 4. 2. 8 知 ,模型 (4.4. 37) 是 几何 遍历 的 . 另外 , (4. 4. 37) 
式 显然 满足 定理 4.4. 1 的 条 件 (4. 4. 7) ,从 而 只 要 {6} 为 白 噪声 序列 且 满 
FECA. 2. 28) 式 , 则 (4. 4. 37) 式 有 唯一 平稳 解 . 这 里 不 要 求 @ 有 处 处 正 密 
度 .但 是 ,如 果 6 有 对 称 密度 /. 时 ,可 求 出 (4. 4. 37) 式 的 不 变 概 率 分 布 . 
记 模 型 (4. 4. 37) 的 不 变 概率 分 布 的 密度 为 h, 由 (4.4.36) 式 有 


h(y)= haoro 十 alzl)dz 
= f hlr) f(y + er)dz 
$ 


+f A(x) fy 一 az)dz， (4. 4. 38) 
由 f. 的 对 称 性 又 有 
Ky [roso 二 ai 本 
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+ f. h(a) fly + wz)dz. (4. 4. 39) 
IBEO ==h(y) 十 h( 一 y), 由 (4.4.38) 和 (4.4.39) 可 得 
iy) = f Rx) fly + ar)dz. (4. 4. 40) 


容易 验证 ,(4. 4.400 AY A ee RP LAR(1) 模 型 的 不 变 概 率 分 布 
的 密度 

T, =— a,- &. (4. 4.41) 
对 Se REE OR TA OE. RADE AY HE — OR H h, BOY e 服从 正 态 
N(0,o2) 分 布 且 0<a< 1 时 ,由 84. EA AES NOA 
中 )) 分 布 的 密度 函数 , 即 
1 fize 
2r a 


再 由 (4. 4. 38) 式 ,可 得 
h= [ADS + adz + | AOS — ex)dr 
有 


h(x) = 


= [roro 十 azr)dz 十 [ac a fdy 十 ar)dz 
i 


= f ha) fy + ar)dz 


-| 
2no* elk 


a 


= 中 一 Zio), (4. 4. 42) 


式 中 @(*) 为 ee h(y) 的 定义 便 得 到 


fa —) (1 = ë) a 
BOS ma exp] 20° = js(- z), 
最 后 ,再 讨论 一 个 例子 , 它 不 满足 定理 4. 2. 8 的 压缩 条 件 (4. 2. 31) 式 ， 


但 却 是 平稳 遍历 的 . 
例 4.4.7 考虑 如 下 的 分 段 线性 模型 : 


$4.4 非 线性 时 则 序列 模型 的 平稳 解 ið: 


e lrg, E AA 

H ie Hite, Kr- <0, 

AH (e,} 为 正 态 白 噪声 序列 ,e 一 N(0,c), 且 es 5 x. AA. 显然 , 模 
型 (4. 4. 43) 中 的 变换 9 为 


(4. 4. 43) 


pays Ee 1, 4x20; 
lat+1, 4x<0. 
它 不 满足 条 件 (4. 2. 31) 式 . 下面 讨 论 模 型 (4. 4. 43) 是 否 有 平稳 解 的 问题 . 
由 (4.4.43) 式 有 
E{ |x| |x. —2}= Ely (z) + s | | zo = 2) 
= Ejo (x) + & |. (4. 4. 44) 
取 准 则 函数 g(z)= |x|. 为 利用 定理 4. 1. 11, 需 要 计算 Elate l AYI : h 
6 一 NGC0,a), 有 


Ela+e|=Ela—«@|. 


经 计算 ,对 a>>0 有 


Elatal=B(Elatal+Ela— eal) 


=a |“ [telt lensl_,| 1 ede 


2 Vine 
5 1 
“latal + la—2zl ) 1 Fyre 
+ f 2 Q Taxi dz, 
(4. 4. 45) 
由 于 
~d letel + la—-2z} jl e-rne 
fi 2 aj Ta dz 
A f ye -utdy 
2rc.。 
ee- | -pardy < -atre (4.4.46) 
na?o 
类 似 地 有 


~( latecl + le—z! l alge L Letne 
[| 2 Va ee 
(4.4.47) 
由 (4. 4. 45) 一 (4.4.47) 诸 式 , 有 
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Eja +e | Satoe th, 


取 ao>0 足 够 大 ,使 得 当 v>>ao 时 ， 
Elatel<a+ 4. (4. 4. 48) 
类 似 地 , 当 a<—a if, 
Ela—4|<lal +4. (4. 4. 49) 
取 4=[ 一 ao 一 1,ao 十 1], 由 (4.4.45)、(4. 4.48) 和 (4. 4. 49) 诸 式 知 
E{izl|lm=z)s<lzl 一 去， VzE4， 


E{Ini|_n=2}<at p<, Vrea 


. 于 是 ,根据 定理 4. 1. 11 知 ,由 (4. 3. 43) 式 决定 的 马 氏 链 是 遍历 的 ,从 而 有 
平稳 解 . 但 不 一 定 是 几何 遍历 的 . 验证 非 几 何 遍历 是 非常 困难 的 ,这 里 从 
略 . 


三 、 其 他 非 线性 时 间 序 列 模型 

在 前 两 小 节 中 ,主要 讨论 了 某 些 可 加 噪声 NLAR 模型 的 平稳 解 . 在 
这 一 小 节 里 ,要 讨论 更 一 般 的 NLARMA 模型 . 对 于 这 些 模 型 ,无 论 是 平 
稳 解 的 存在 问题 ,还 是 解 的 遍历 性 问题 ,都 不 能 使 用 § 4. 2 中 的 马 氏 链 方 
法 . 所 以 这 里 不 得 不 使 用 其 他 方法 讨论 这 些 模 型 的 平稳 解 存在 问题 . 实际 
上 ,我 们 要 介绍 的 方法 . 仍 属于 平稳 LAR 模型 的 后 移 方法 ,更 确切 地 说 ， 
是 使 用 随机 变量 求 和 的 方法 ,并 且 将 独立 序列 加 权 和 推广 到 较 一 般 的 独 
立 随机 变量 函数 求 和 的 情况 . 

(一 ) GARCH 模型 的 平稳 遍历 性 

考虑 GARCH 模型 (3. 3. 11) , 即 

2, =ehP; 
(4, 4. 50) 
eee 1 十 十 Qpz? pH Bihi oe +B ghia 

式 中 {e} 为 白 噪 声 序列 ,满足 (3. 3. 10) Hk, p> 0,g>0, a, >0,a, 20 
(=1,.,p) ,B20 (一 1 …,9). 

显然 , 当 记 =0 (j==1,…,g) 时 ,模型 (4. 4. 50) 即 为 ARCH 模型 
(4.3.14). 

A mE MER, WH (Mee pt his te higi)» 
B= (aT ,0,….0,ao,0,…,0) A= EA HP 
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aM e ah ah Bim Beith Bom 
1 0 0 0 5% 0 
0 1 0 0 o o 
A= 
a, a, @ Bh B By 
0 o o 1 0 o 
0 0 0 o 1 0 
于 是 模型 (4. 4. 50) 可 写成 
» A 
y= Dann) + D Bhi + a, (4.4.51) 
t a 


其 相应 的 一 阶 高 维 模型 为 
Ve = AY, 十 及 (4. 4,52) 
引 理 4. 4.8 如果 ateta, +p ++p], WENA 


(ija) 


Ca 


以 概率 为 1 地 收敛 . 记 


二 
y= b+ (114 1) v (4. 4.53) 


则 {y} 是 平稳 随机 序列 , 且 满 足 随机 差分 方程 (4. 4. 52) 式 . 
证 明 由 4, 和 卢 的 定义 易 见 , {4,} 和 他 } 都 是 独立 同 分 布 的 非 负 随 
机 序列 , 且 当 RAG 时 ,4,- 与 久 -* 相 互 独立 ,再 注意 由 (3. 3. 10) 式 知 


Ee = Ey, = 1, 
ist 2 
于 是 有 E| [JA] b= (TEA) Eb = Ab, (4.4.54) 
j=0 j=0 


RH b= (a0, 000960402" 40)" A= EAL 
FAP REC AN TK. PERHE p(04)<<1, 当 且 仅 当 ww 十 … 十 wo 十 Bi 十 … 
十 B, 达 1. 故 由 引 理 的 条 件 得 
| A< o. (4. 4.55) 


= 


由 (4. 4. 54) 和 (4. 4.55) 两 式 有 
ert fed 
DE(TIA) < 2. 
A j 
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由 于 A, 和 bb, 都 是 非 负 的 ,从 而 由 上 式 知 ,以 概率 为 1 地 有 


(Li Jè. <o. 


显然 ,由 (4. 4. 53) 式 定义 的 随机 序列 {y} 是 平稳 的 . 进一步 ,通过 直 
接 验证 可 得 


y= b+ Alb. $ (Ha) 7 


=b+ als + S(T Jb] 
= b, + Ay. 
引 理 得 证 . 1 
引 理 4.4.9 如 果 {y} 是 随机 差分 方程 (4. 4. 52) 式 的 平稳 解 , 且 
Ey<0o , ADA 


ater tat hte +8 <1. 
证 明 由 (4.4.52) 式 有 
Yor AJ- + bs 
= by + Ab-, + ArA-1¥-2 


= b + > (4 小 -十 (Ha s)ym C44 56) 


t= 


由 于 4A,、b, 和 y, 都 是 非 负 的 , {4,} 和 ({b,} 都 是 独立 同 分 布 的 随机 序列 , 且 
Rt RAJ An 5 b, ,相互 独立 ,于 是 在 引 理 的 条 件 下 ,由 (4.4. 56) 式 知 


ae Sas a 
Ey, > Se(TT4 )b- = Ss. 
fet Nae a 


从 而 有 

A < co 
上 式 意味 着 

limA" = 0. (4.4.57) 
由 矩阵 论 的 方法 ,容易 验证 (4. 4. 57) 式 蕴含 了 

P(A)<L1, 


从 而 得 到 @ 十 … 十 a 十 Bi 十 … 十 B, 达 1. 1 
引 理 4.4.10 设 {y} 是 随机 差分 方程 (4. 4. 52) 的 平稳 解 ,上 且 Ey < 
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0. 如果 还 有 一 随机 序列 {u,} ,也 是 (4. 4. 52) 式 的 平稳 解 , 且 Eus<co, 则 
vA 
u, = Js a.s.. 


证 明 $ vS y u Wl 
y.=y—-u= (Ha Ars) Qo = te). 


为 叙述 方便 ,以 下 用 (4), 表 示 和 矩阵 A YG DIER , IR ABE A SG 
十 9, 存 在 常数 c>0 和 0< <1 ,使 得 


s|[ (Ta )o. -| | 二 ci， (4.4.58) 
则 由 Borel-Catelli 引 理 知 
limy, = 0, a.s.. 


从 而 得 知 y=u, (a.s. ). 
由 于 证 法 类 似 , 以 下 仅 对 ;一 1 证 明 (4. 4. 58) 式 成 立 .由 A 的 独立 性 ， 


容易 验证 
e| (Ha. ) | = (AD. 


注意 到 o(4)<<1, 存 在 常数 0, PCA) +E<I RBM c=c( Aye) ,使 
得 
(AD, <c[o(A) 十 可. 


因此 
[iso -| 

一 ST) (yo — üo), 

< vel (Ela) Jero = w. 

< M[o(4) +e}, 
式 中 常数 

M = c[E| (yo — toi | +222 + El (yo — tol] < o. 

引 理 得 证 . 1 


定理 4.4.11 GARCH 模型 (4. 4. 51) 有 平稳 解 {z), 且 天 zi<co, 当 


+144 BAe TRO EL FAR RA 


FAL attat te +B. 此 外 ,这 个 平稳 解 还 是 唯一 的 . 

证 明 由 (4.4.50)、(4.4.51) 和 (4.4.52) 三 式 可 知 , {zx,} 是 模型 
(4. 4.50) 的 平稳 解 , 当 且 仅 当 {y%} 是 模型 (4. 4. 52) 的 平稳 解 . 为 证 明 {zx,} 
的 唯一 性 ,只 需 证 明 (4. 4. 52) 的 平稳 解 {y.} 的 唯一 性 . 在 (4. 4. 52) 式 中 ， 
从 yo=z 出 发 ,由 (4. 4. 52) 式 反复 迭代 ,得 


y =b+ S (Ha) 十 (Ia) 
由 于 p(4) 达 1, 类 似 于 引 理 4. 4. 10 的 证 明 , 可 证 
({14..)e~ 0,a.s. ，( 当 上 一 co)， 


从 而 史 的 分 布 F 趋 于 (4. 4. 53) 的 平稳 解 的 分 布 . 故 模型 (4. 4. 52) 是 唯 
一 的 ,也 即 {y} 是 唯一 的 . 1 

推论 4.4.12 ARCH 模型 (4. 3. 14) 有 唯一 平稳 解 , 且 Eri <o, 4 
且 仅 当 w 十 … 十 ww<1. 此 外 ,平稳 解 {z,} 还 是 唯一 的 . 

注意 ,在 定理 4. 4. 11 和 推论 4. 4. 12 中 ,并 没有 要 求 白 噪声 序列 {&} 有 
密度 函数 . 比较 推论 4. 4. 12 和 定理 4. 3. 6 可 看 到 ,如 果 不 涉及 ARCH 模型 
(4. 3. 14) 的 几何 遍历 性 , 则 对 {e.}“ 有 处 处 为 正 的 连续 密度 函数 ”的 要 求 
是 可 被 减弱 的 . 这 又 一 次 可 看 到 ,研究 NLAR 模型 平稳 解 时 ,使 用 § 4. 1 
中 的 马 氏 链 漂移 准则 的 方法 是 有 改进 余地 的 . 

(=) 双 线 性 模型 的 平稳 解 

考虑 双 线 性 模型 (3. 4. 4), 即 


4 < 
n= Dogz + >)06 + DD but- (4.4.59) 
mi pe mm 
其 中 {6,} 是 独立 同 分 布 序列 ,满足 (4.2.28) 式 . 记 m=max(P sp), 


X= (List Zimt) Ee = (Ere Eig)" 
b 4 (A 
_|o o 0 
asa E i : 
0 0 0 
A RA % 0 or 70 
Drg 0 0 0 0 
A=]|0 1 0 0 0 0j, 
ae : : 
Lo 0 0 0 1 0 
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ee)? 2 9. «0 of 
0 0 = 0 0 œ= 0 
则 模型 (4. A 597 可 写成 如 下 的 矩阵 形式 ; 
x, = Ce, + Ax, + SB. Erte (4. 4. 60) 


为 讨论 模型 (4. 4. 60) 解 的 平稳 性 ， ERUR TFI: 

引 理 4. 4.13 ”对 如 上 定义 的 矩阵 A, 存在 一 个 mXm 非 奇异 矩阵 尺 ， 
使 得 

[R AR| = Pos 
其 中 p= 二 p(4). 对 mXm ERE G= (g) GM | XH: 
IGl = max > le,l- 

定理 4.4.14 RAB AR WMA. 4.13 所 述 . 令 8 一 |IR BR), 

1<!<Q, 如 果 


Elog (ps + Sais!) <0, (4.4.61) 
则 随机 级 数 
DfT +Ý Be. ) es- 
以 概率 为 1 地 收敛， ei j 
x, = Ce, + s[i 1(4 + Sa re co (4.4. 62) 


Mix } FE C4. 4. 60) 式 的 唯一 平稳 解 . 
证 明 令 z=7'x,, 这 里 7 是 任意 的 m 维 非 零 实数 向 量 ,再 令 
w, = 十 这 (4 + DB.) fos 
如 果 能 证 明 随机 级 数 


Du. (4, 4. 63) 
以 概率 为 1 地 收敛 , 则 定理 的 结论 正确 . 注意 到 


far Q 
us 去 ual-[ Tie (A 十 Sy.) | 
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X IR lel, (4. 4. 64) 
其 中 对 任意 m HE u= Cay ey uin)" EE AL e leo A Ma leo = 
max{ |u |se, lunl) M 是 一 个 不 依赖 7 的 常数 . 由 (4. 4. 64) 式 和 大 数 定 
律 ,有 
r'log|w,|<r 'logM 


r-l Q 

+ ro Slog (ps + > sale 
ty 

+r Slog |«-.-.| 


e 
~ Elog( p + Dalal). a.s. (4 r— oo ff). 

t=1 

故 由 (4.4. 61) 式 知 ,对 每 一 个 +, 有 


lim sup |w,, |" <1, as.. 
ERAS T 4. 4. 63) 式 的 收敛 . 通过 直接 验证 可 知 , 由 (4. 4. 62) 式 确定 的 
{x} 是 (4. 4.60) 式 的 解 ,而 且 是 平稳 的 . 又 由 (4. 4. GORA, {zx} 是 模型 
(4. 4. 59) 的 平稳 解 . 类 似 于 定理 4. 4. 11 的 证 法 ,可 证 模型 (4. 4. 59) 的 平稳 
解 是 唯一 的 . 1 
下 面 讨论 模型 (4. 4. 59) 的 几 个 特例 . 
例 4.4.15 考虑 如 下 简单 的 一 阶 双 线性 模型 
T, = ax, ie +E, (4. 4. 65) 
其 中 {s} 是 独立 同 分 布 序列 ,满足 (4. 2. 28) 式 . 对 模型 (4. 4. 65) ,存在 唯 
一 平稳 解 的 充分 条 件 (4. 4. 61) 式 成 为 
Elog(|a| |e, |) < 0. (4. 4. 66) 
如 果 进 一 步 假 定 {s} 是 白 噪 声 序列 ,满足 (3. 2. 2) 式 ,上 且 1as1<1, 那 么 用 
Jenson 不 等 式 和 Shwartz 不 等 式 , 有 
Elog |ae, |< logE |æ, | < log(a*Ee})'” 
= loglao, <0, 
BD AR PE C4. 4. 66) 成 立 . 从 而 模型 (4. 4. 65) 有 唯一 的 平稳 解 , 且 平 稳 解 可 表 
为 


n= + Se (Te Je (4. 4.67) 
比较 (4. 4. 67) 式 和 (1. 3. 3) 式 可 看 出 ,(4. 4. 67) 式 中 的 x 是 一 种 特殊 的 
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Volterra RR. 

虽然 (4.4. 67) 式 给 出 了 模型 (4. 4. 65) 的 平稳 解 的 明显 表达 式 , 但 是 
利用 (4. 4. 67) 式 并 不 能 给 出 zx, 的 概率 分 布 与 s 的 概率 分 布 的 简单 关系 . 
目前 尚未 有 成 熟 的 方法 求 出 模型 (4. 4. 65) 的 不 变 分 布 . 

例 4.4. 16 考虑 如 下 双 线 性 模型 


A + Br,\€ 1,5 (4. 4. 68) 
其 中 {&,) 为 白 噪声 序列 ,满足 (4. 2. 28) 式 . 此 时 (4. 4. 61) 式 为 
Elog(lal + 181lel) <0. (4. 4. 69) 
在 (4. 4. 69) 式 下 ,模型 (4. 4. 68) 有 唯一 的 平稳 解 . 如 果 假 定 
lal + 18l* lel <2, (4. 4.70) 


用 类 似 于 例 4. 4. 15 中 的 方法 可 以 验证 条 件 (4. 4. 69) 式 成 立 , 从 而 模型 
(4. 4. 68) 有 平稳 解 ,而 且 其 平稳 解 可 表 为 


[aed 
ze+ Tie+ 庆 oe a (4.4.71) 
例 4.4.17 考虑 如 下 双 线 性 模型 
r= Den tet DB (4.4.72) 
其 中 {e} 是 独立 同 分 布 序 列 AL C4. 2. 28K. & 
[A a Aa) 
Ae | 1 0 0 |, 
e TE a] 
0 e 1 o) 
Bi * Ba) 
0 0 | 
B= | 
me | 
0 o) 


C= (1.0, 0) a S a pi) 
pa 


则 模型 (4. 4. 72) 的 一 阶 高 维 形式 为 


x, 一 Ce 十 4x + Bx, \&-). (4. 4.73) 
根据 定理 4. 4. 14 .模型 (4. 4. 72) 存 在 唯一 平稳 解 的 充分 条 件 为 
Elog(po + ô lej) <0. (4. 4.74) 


其 中 p=JR 'AR|. =2(4), 非 奇异 矩阵 尺 按 引 理 4. 4. 13 定 义 ， 
6, = jR- BR 
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另外 ,如 果 假 定 {e } 为 白 噪 声 序 例 ,满足 (3. 2. 2) 式 , 且 
PAQA+PBQB) <], 
EP“O”H Kronecker 积 ,用 类 似 于 定理 4. 4. 14 及 其 引 理 的 证 明 方法 ,可 
以 证 明 模 型 (4. 4. 73) 有 平稳 解 ,而 且 平稳 解 是 唯一 的 . 
对 于 另 一 类 双 线 性 模型 (3. 4. 5), 即 
z=0.++ See, + DD Bnei +6, 
式 中 心 已 经 是 {e} 的 二 次 函数 的 形式 . 在 {e)} 为 白 噪声 序列 的 假定 下 ， 
{z} 总 是 平稳 的 . 但 是 ,根据 6 的 概率 分 布 来 确定 模型 (3. 4. 5) 的 不 变 概 
率 分 布 的 问题 仍 是 十 分 困难 的 . 
(三 ) 双重 线性 模型 的 平稳 解 
考虑 如 下 一 阶 双重 线性 模型 
z= (a+h)rites 
te = 7, + Mis 


(4. 4. 715) 


其 中 假定 : 

G) {e } 为 白 噪声 序列 ,满足 (3. 2.2) 式 , 且 Ee <o; 

GD (7) X Á RA JEJ, En, = 0, Ei = 0, Eg =0, Eq =y <0, H. 
{1} 与 {6} 相 互 独立 . 

由 (4. 4.75) 式 可 得 


re [e+ a) |e. 


+ [Te + 8-2, = (4. 4. 76) 
令 
S, =2[ [fo +a]. (4.4.77) 
由 概率 论 知识 知 , 如 果 
Ès. <œ, (4. 4. 78) 
a 


则 随机 级 数 


Sfi + A) fe 


i Lj 


是 依 均 方 收敛 的 ,从 而 (4. 4. 76) 式 的 zx, 可 表 为 
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n=; + >| He + Bo) fone 


再 由 (4. 4. 79) 式 知 {z,} 是 平稳 的 . 
下 面 讨论 使 (4. 4.78) 式 成 立 的 条 件 . 为 此 令 


T= en [Te + ay}: Ww,= enf [Te +A) 


:=0 


由 (4.4.77) 式 ,并 注意 到 2, 的 定义 及 条 件 (i) 和 (i), 便 有 
S,= E(a+ TI (a+ Bi)’ 
= Ele + 208, + ETT + By: 
= @S,., + 2akp,| [a 十 ph 


+ Ep] [ca + po 


= (a + S, + PT, + 2a0W, 1. 
用 类 似 的 方法 , 同 理 可 证 


T, = (azai 十 p)S, + PRT. + 2a0oiW 


W, = 2aoiS。， + 200;W,_,. 
ic In = (ST, WY, 
to FF 200 


A= |+ u, Po 2ab0?|. 
2aof 0 2005 

则 由 (4. 4. 80)~ C4. 4.82) 三 式 可 得 到 如 下 迭代 关系 : 
Yn = An. 


| 


(4. 4.79) 


(4. 4. 80) 


(4. 4.81) 
(4. 4. 82) 


(4. 4. 83) 


用 类 似 引 理 4. 4. 9 的 证 法 可 证 明 , 只 要 (4. 4. 83) 中 的 矩阵 4 满足 pA 


1, 则 必 有 (4. 4.78) 式 成 立 , 从 而 (4. 4.75) 式 有 平稳 解 . 


用 上 述 方法 研究 更 一 般 的 双重 线性 模型 的 平稳 解 的 存在 问题 ,会 遇 
到 非常 复杂 的 各 种 高 阶 矩 的 条 件 ,这 里 就 不 再 深入 讨论 了 ,读者 可 参阅 文 


献 [123]. 
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$4.5 非 线性 时 间 序 列 模型 的 高 阶 矩 


在 时 间 序 列 的 统计 分 析 中 ,模型 的 平稳 性 .人 遍历 性 和 高 阶 矩 的 存在 性 
是 非常 重要 的 . 因为 在 时 间 序 列 模型 的 估计 理论 中 ,无 论 是 参数 估计 方 
法 ,还 是 非 参 数 估 计 方 法 ,或 者 是 半 参 数 估 计 方 法 ,都 需要 模型 有 平稳 遍 
历 性 , 且 存 在 适当 阶 的 矩 . 本 章 前 4 节 主 要 讨论 非 线性 时 间 序 列 模型 的 平 
稳 性 和 遍历 性 . 本 节 将 讨论 非 线性 时 间 序列 模型 的 矩 的 性 质 ,特别 是 可 加 
噪声 的 NLAR 模型 .函数 型 随机 条 件 方差 的 NLAR 模型 ,以 及 GARCH 
模型 的 高 阶 矩 的 存在 条 件 . 为 解决 NLAR 模型 高 阶 矩 的 存在 问题 ,一 般 
状态 马 氏 链 的 方法 仍然 是 不 可 缺少 的 工具 .确切 地 说 ,我 们 要 利用 如 下 引 
理 来 检验 NLAR 模型 高 阶 矩 的 存在 性 , 引 理 的 证 明 见 文献 [48]. 
引 理 4. 5. 1 设 {x,} 是 取 值 于 (R*, 多 ,) 的 遍历 的 马 氏 链 ,x FE Ax) A 
不 变 概 率 分 布 . 如 果 存 在 非 负 可 测 的 p 元 函数 g 和 某 一 个 小 集 C ,使 得 
(i) 0<g(x)<%o, VrER’; 
(ii) supE{g (x) |x =x} < (4.5.1) 
Gii 存在 正常 数 6<1, 使 得 
Et{g(x)|x, =x} (Q — Oa) VEC, (4.5.2) 
那么 
[eons <a, (4. 5. 3) 
而 且 对 某 个 正常 数 p<1, 当 上 一 cc 时 ,有 
f rdw) sup Eth [y= x) — | radyo) 


= 0#). (4.5.4) 
在 下 面 的 论述 中 ,我 们 还 要 使 用 矩阵 的 Kronecker 积 和 拉 直 运算 . 记 
AY =AQA® = QA. 
AD AS SOL 


oh 
并 记 eG=1,2,…,m) 为 矩阵 4 的 列 向 量 , 则 矩阵 拉 直 运算 记 为 
Vec(A) = (ai,** san)" s 
并 有 如 下 的 关系 式 : 
p(A®") = p (A) 
和 Vec (ABC) = (C ® A)Vec(B). (4.5.5) 
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定理 4.5.2 设 时 间 序列 {z,} 服 从 NLAR 模型 (4. 2. 27) ,并 满足 推 
论 4. 2. 9 的 条 件 (D) 和 (ii). 如 果 p(4)<1 ,其 中 矩阵 A 由 (4. 2. 36) 式 定义 ， 
r 为 某 个 正 整 数 , 且 Ele| <o, W] E |z |<. 
证 明 = Cari sz 6,1), 则 {x,} 服 从 模型 (4.2. 27) 相 应 的 一 阶 
pp 维 模型 (4. 2. 29). 在 定理 的 条 件 下 ,由 推论 2. 9 知 {x} 是 几何 遍历 的 . 
定义 
W.,(t) = Vec(… eee E: -Q xi), 


FIERA E |, |’<00, 只 需 证 明 El Olo FEAR | +, 为 一 个 适当 选取 
的 向 量 范 数 . 不 失 一 般 性 , 仅 考虑 r= 2 的 情形 . 

给 定 的 e>0, 且 满足 P(A4) 十 e<1, 存 在 由 某 个 向 量 范 数 | |, 诱导 
出 的 矩阵 范 数 | "| 使 得 


P(A) SIA, < PA) + E. (4. 5. 6) 
CR SCARL 67 J). 
另外 ,由 有 限 维 向 量 范 数 的 等 价 性 ,存在 常数 0<6,<5, 二 ,使 得 
6, ||Vec(xx") || < ||Vec xx) ||, < d;||Vec(xx") |]. (4.5.7) 


利用 (4. 2. 36) 式 的 表达 式 及 其 中 出 现 的 矩阵 A P(e) HL 
号 , 记 
D(x) = lVec(Ax(H(x))")), 
+ |[Vec(H(x)x°A |), 
+ ||Vec(H (x) H(x)') |, 
+ E{||Vec(Axu'e, ||, 
+ || Vec(H (x)u‘e, ) ||, 
+ |\Vec(eux'A') ||, 
+ |Vec(euCH(x)) |. 
WR AE PRK g(x) = 14 ||Vec (xx) ||, PAG. 2. 36) 式 ,经 直接 验算 可 
得 到 
E{g(x..,) |x, = x} = E{g(x,) |x, = x} 
= 1+ E{||Vec((Ax, + H(x,) + eu) 
X (Ax, + H(x) + em )N, |x. = x} 
< ||Vec(Axx'A‘) |], + DQ) + c 
< JAS? |m Vect), + Dix) 十 < 
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< (P(A) + €}|/Vec(xx") |], + Dax) + c, (4. 5. 8) 
其 中 为 某 个 正常 数 . 由 推论 4. 2. 9 的 条 件 (i) 和 (4. 5.7) 式 ,容易 验证 


Wel +0, 24 ||Vec(xx")|] — co 时 . 
这 样 , 当 |Vec(xx")| 足 够 大 时 ,(4. 5. 8) 式 右 端 可 被 (1 一 6)g(x) 控 制 ,其 
中 正常 数 9 满足 0D< po(4) 二 e<6<1. 取 
C = {xt|/Vec(xx')|| < K}, 
其 中 天 是 一 个 足够 大 的 正 数 ,使 得 当 ||VecCxxll>K 时 ,有 
Et{g(xr)lr = x} SA — Nels.” 

根据 引 理 4. 2. 5,C 是 小 集 , 而 且 存在 > 0B 

Eign dlr =x} Seo, VEC. 
故 由 引 理 4. 5. 1 知 


| 8 (XA(dx) <0. 


上 式 比 含 了 Elz,|*<o. 1 

定理 4.5.3 设 时 间 序列 {z,} 满 足 NLAR 模型 (4. 2. 27), 且 定理 
4. 2. 14 的 条 件 成 立 , 则 Ee, |’ <ET Elar "天 co, 其 中 > 为 正 整数 . 

定理 4. 5. 3 的 证 明 与 定理 4. 5. 2 类 似 , 这 里 从 咯 . 

定理 4.5.4 设 时 间 序 列 {z'} 满 足 NLAR 模型 (4. 2. 60), 且 定理 
4. 2.18 的 条 件 成 立 .如 果 A<, H Ele 二 oo, 其 中 7 为 某 个 正 整数 ， 
M Elz, |<. 

用 类 似 于 定理 4. 2. 18 和 定理 4. 5. 2 的 证 明 方 法 可 证 明定 理 4. 5. 4, 这 
EAM. 

现在 讨论 8 4. 3 中 所 述 的 某 些 NLAR 模型 的 高 阶 矩 性 质 . 

例 4.5.5 考虑 例 4. 3. 3 的 指数 型 NLAR 模型 (3. 3. 6) ,假定 其 白 噪 
声 序列 {e} 还 满足 天 le|"<co, 其 中 -~>0 为 整数 , 且 自 回归 系数 a= 
(9 Gop) THE. 2. 33) 式 , 记 


(A Pop-1 hp 
1 0 0 

A= i 
lo wm 1 0 


如 果 pC(4) 过 1, 其 中 r 之 0 为 整数 , 则 由 定理 4. 5. 2 知 Elz, |"<oo. 
例 4.5.6 考虑 半 参 数 模型 (4. 3. 7), 即 
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T, = Ay + yay, ee Hay typ H Alatta) F Es 
其 中 自 回归 系数 a= (a ，,…,a,)" 满足 (4. 2. 33) 式 ,函数 满足 (4. 3.8) 和 
(4.3. SK. WMR {e } 满 足 定理 4. 5. 20 RF. AE 


a bd a, 1 a, 

1 0 0 
A= . 

0 1 0 


的 谱 半径 PAOL E |x, |"<oo. 
64.5.7 考虑 门限 自 回 归 模 型 (4. 3. 25) ,如果 自 回归 系数 满足 
(4. 3.26) 式 , 且 s 还 具有 有 穷 的 ~ B. W h EIA. 5. 3 知 , 模 型 (4. 3. 25) 
BARAH rE. 
例 4.5.8 考虑 广义 LAR 模型 (4. 3. 21), 即 
T= PF Oa) Hoe + Opt) + Es 
URAR 9 满足 (4. 3. 22) 式 , 则 由 定理 4. 5. 340 E |e, |’ <M ST 
E|x,|\" <0, 
如 果 函 数 g 满 足 (4. 3. 23) 式 , 则 由 定理 4. 5. 2 知 Ele | oot & T 
Elzx|’ < œ. 
例 4.5.9 考虑 ANLAR 模型 (4. 3.4), 即 
ti = 0 + fr) + +S ap) + Es 
且 满 足 例 4. 3. 2 的 条 件 , 如 果 Els|'<o0, 则 由 定理 4. 5. 3 知 E |r |"<o0, 
例 4.5.10 考虑 8-ARCH 模型 (4. 3. 11), 即 
x, = ela + or Hoe + ar), 
FEPOSA <1. 如 果 例 4. 3. 5 中 的 条 件 被 满足 ,而 且 上 ls1"<< 吕 , 则 由 定理 
4. 5. 3% E |r, | <0. 
例 4.5.11 考虑 随机 条 件 方差 门限 自 回归 模型 (4. 3. 37), 即 


i ; i 
n= Dfe + mr + & (ana € R), 


其 中 记号 和 条 件 如 例 4. 3. 15 所 假定 . 仿照 定理 4. 2. 14 和 定理 4. 5. 2 的 证 明 
可 证 明 (4. 3. 26) #1 Ele, <o (J=1,* DAE T Elz |<. 
对 上 述 诸 例 所 讨论 的 与 NLAR 模型 相应 的 随机 条 件 方差 模型 ,利用 
定理 4. 5. 4 可 讨论 其 高 阶 矩 的 存在 性 . 
还 需 指出 ,如 同 $ 4. 2 和 8 4. 3 中 所 提 到 的 那样 ,使 用 一 般 状 态 马 氏 链 


+ 154° 第 4 章 非 线性 时 间 序 列 模型 的 概率 结构 


方法 时 ,对 白 品 声 e 的 分 布 的 限制 较 强 . 例如 要 求 s 的 分 布 有 处 处 连续 
的 正 密 度 . 要 放宽 这 种 限制 ,还 有 待 进一步 研究 . 

对 于 其 他 非 线性 时 间 序 列 模型 ,例如 GARCH 模型 . 双 线 性 模型 等 ， 
虽然 不 能 直接 使 用 引 理 4. 5. 1 来 讨论 其 矩 的 性 质 ,但 是 却 可 以 利用 其 平稳 
解 的 明显 表达 式 来 直接 讨论 它们 的 甜 的 性 质 . 下 面 先 来 讨论 GARCH 模 
型 的 高 阶 矩 . 仍 沿用 8 4. 4 中 的 记号 ,并 令 

L = {rslzl,= E|2|'<00,s >0}, 
其 中 zx 是 随机 变量 . 
4.5.12 设 时 间 序 列 {z,} 服 从 GARCH 模型 (4. 4. 50). 假定 
Ele |(4e-¥: <o, 
其 中 soe, H ateta, tpt +<. id 
Do. = EC48"). 
如 果 pC2)) <0, HW x, EL. 
证 明 不 失 一 般 性 ,考虑 s= 2H Es > 2A EM ESA. 记 


A 
S.Q)= b+ S(T buss (4.5.9) 
fat \jn0 
Wa smn(t) = Saim(t) — S(t), m>1, 
rnd (t)= Vec(W,+m.n Ct) Wt m,n lt)). 
则 容易 验证 
Was mnt) = AW, tmnt — 1). (4.5.10) 
并 由 上 式 及 矩阵 Kronecker 积 和 拉 直 运算 的 性 质 , 有 
Ttm.alt)= Vec(A Wai smn 一 DW te (t 一 1)47) 
= (48:)Vec(W。 + 1 (t — LW +- 1(t — 1)) 
= (AP YD ite it — 1). 


(4.5.11) 
显然 ,14m.r_1(t 一 1) 是 .多 ,1=o(hi,b,,s<t 一 1) 可 测 的 . 注意 到 {4,) 是 
独立 同 分 布 的 ,由 (4. 5. 11) 式 可 得 到 
ED ponn (t)= ECA®*) EP ini 一 1) 
= (E(AS*) VET „2+2 (t — 2) 
= (E(A®) VET no(t — n). (4.5.12) 
但 是 


#4.5_” 非 线性 时 间 序列 模型 的 高 阶 矩 + 155° 


Dnot — n= Vec(W,,.o(t — n)Wio(t — n)), 
Wit — n)= Syo(t — n) — Solt — n) 


= ġia) 
A (Wy yt Wag) 
其 中 
w= Seu (14 1) tenet (Ta) } 
于 是 ,注意 到 


- (fhe. Ye ti 


- (Ja, AnD) > 


这 里 记号 (*)i.n 表 示 原 来 矩阵 中 (i,1) 元 素 在 Kronecker 积 中 的 位 置 . 由 
Holder 不 等 式 和 Minkowski 不 等 式 ,有 


(Ew?)'? = {e( Sra ( (fa) a -nk 
+ (a) T 


aa 


< Sel (Ta ) Tent 
+ (Hs), J} 
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x {Br 小 + {[(Ef4---.) T}"} 


J 


ScD UEA Jaa 


HARES Jiu h (4. 5.13) 
由 于 A= 002.) <1 EE A c>0, 使 得 
Daa < cee. 
于 是 ,由 (4. 5.13) 式 有 


{Ew}? ScD x? < co. (4. 5. 14) 
全 
令 
pom = max {E(T,.olt — 1n)),}, 


则 由 (4. 5.14) 式 有 aoe 
天 [TCD] < cA". (4.5. 15) 

4 5= (1,0,…,0) RMF. 5.12) 式 的 证 明 ,可 得 到 

[EW vO) P= FW nima OWS nin (OE 

= Vec (65W ny ment) W ia m.n (5) 
= (892) Vec (W na m.n (t)W itm, Ct)) 
= [Dorm]. 

这 样 ,由 (4. 5. 15) 式 得 

WEW, (用 一 (ELE W nmin) PY? = (ELD opment)? 


< ck"? +0, 4 n— co,m— œ 时， 
RERE zh = ofp, + S(L A.,)b-+] 


是 性 中 的 Cauchy EAD. HEL’. 1 
推论 4.5.13 设 时 间 序 列 {z,} 服 从 ARCH 模型 (4. 3. 14)， 假 定 
E|e| <o0, 其 中 :之 2 是 整数 , 且 a 十 … 十 as<1. 记 
5, = E(A®), 
QM Ay AM ah 


1 ose 0 0 


上 


其 中 A= 


$4.6 ”时间 序列 的 两 种 可 北 性 “157， 


如 果 p(3)<1, 则 PEL. 
现在 讨论 双 线 性 模型 (4.4. 59) 的 矩 的 性 质 . 对 一 般 模 型 (4. 4. 59) ,其 
高 阶 矩 存 在 的 条 件 较为 复杂 ,这 里 仅 讨论 q=Q= 1 的 情形 , 即 
z= Ser ,十 D Bare + & (4.5.16) 
沿用 (4. 4. 60) 式 的 记号 , (4. 5. 15) 式 可 写 为 
入 上 上 
id Y,2Ke}, 
AZ A™ + (AQ B) + B® A) 
+B @ A*) + 6° (B, @ A) @ (ABB, 
+P(A @ B) O (B. O A) + & (AY QBP) 
+ Y,BP. 
用 类 似 于 定理 4. 5. 12 的 证 明 方法 可 证 明 如 下 结论 : 
定理 4.5. 14 ” 设 时 间 序列 {zx,} 满 足 模型 (4. 5. 16) ,其 中 白 噪 声 序列 
(e ENE 
Ee, = Ee} = 0. Ee =, Ee =y, < co， (4.5.17) 
A= AQA +B, OB) <1. (4.5.18) 
如 果 P(4)<<1, 则 Ela, l <o. 
例 4.5.15 考虑 双 线性 模型 (4.4. 65), 即 
九 一 CC2-i6- FE, 
其 中 白 噪声 序列 (6) 满足 (4.5.17) 式 , 且 |ac| 过 1. Wm a Eci <o, W HE 
理 4. 5. 14 知 Eri <o. 
例 4.5.16 考虑 双 线性 模型 (4.4. 68), 即 
Ti 一 ar -十 pr _ ie- 十 e， 
其 中 白 噪声 序列 {6,) 满 足 (4.5.17), 且 十 Pre* 过 1. 如 果 
a + 60°? +YP, (4.5.19) 
则 由 定理 4. 5. 14 知 Ea} <0, 


$4.6 时 间 序 列 的 两 种 可 逆 性 
本 章 前 几 节 所 讨论 的 NLAR 模型 的 平稳 解 是 将 x, Ree) 
的 某 种 函数 ,例如 熟知 的 LAR(1) 模 型 


X, = aT, H E. (4.6.1) 
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当 |a| 二 1 时 ,模型 (4. 6. 1) 有 平稳 解 
x, = Sele js 


即将 zx, 表示 成 te,s ，…} 的 指数 加 权 和 的 函数 . 本 节 将 要 讨论 的 时 间 序 
列 的 第 一 种 可 道 性 ,是 指 能 将 s 表示 成 {7,,z,-1,…} 的 某 种 函数 . 在 
LARMA 模型 的 研究 中 已 有 熟知 的 结果 ( 见 文献 [125]). 如 在 8 1. 2 中 ， 
为 了 保证 LARMA 模型 (1. 2. OW e 能 表示 成 (1. 2. 11) 式 ,需要 一 定 的 
条 件 一 一 即 可 逆 性 条 件 (1. 2. 6) 式 . 在 此 顺便 指出 :如 果 用 {zi,x-1,…} 的 
某 种 函数 的 极限 表示 。, 也 称 为 可 逆 的 ,并 不 一 定 非 要 用 无 穷 级 数 
(1.2.11) 式 来 表示 e 这 样 ,可 逆 性 条 件 (1. 2. 6) 式 还 可 以 放宽 为 

1— bz + — G2" AO jl <1. (4. 6. 2) 
这 一 结论 要 涉及 较 多 的 泛 函 分 析 的 知识 (参见 文献 [131]). 由 于 形 如 
CL. 2. 11) 式 的 表达 式 在 统计 分 析 时 极为 方便 ,所 以 在 研究 LARMA 模型 
的 文献 中 多 使 用 (1. 2. 6) 式 的 可 逆 条 件 . 

下 面 讨论 NLARMA 模型 的 可 递 性 问题 . 考虑 NLARMA 模型 

(3.4.2), 即 
L, = TT) 十 6 (4. 6. 3) 
其 中 {e } 为 白 噪声 序列 ,满足 (3. 2. 2) 式 ,? 是 R 和 "到 R' 的 可 测 函 数 . 
定义 4.6.1 设 NLARMA 模型 (4. 6.3) 有 唯一 平稳 解 . 若 存在 
(anao) RROA pirori) EA. 6.3) 式 中 的 6 能 表示 
成 
E = platti} (4. 6. 4) 
则 称 NLARMA 模型 (4. 6. 3) 是 可 逆 的 ,也 称 (Zz,} 为 可 逆 的 . 

不 像 LARMA 模型 (1. 2. 4) 那 样 ,只 要 MA 的 系数 O= (0,，… ,0,)" 
满足 (1. 2. ORRA. 6. 2) 式 ,该 模型 就 是 可 逆 的 . 对 于 NLARMA 模型 
(4. 6. 3) ,一 般 地 说 ,模型 类 型 不 同 ,其 可 逆 性 条 件 也 不 同 . 因此 以 下 将 通 
过 几 个 例子 来 简略 地 讨论 NLARMA 模型 的 可 逆 性 . 

例 4. 6.2 当 (4. 6. 3) 式 为 可 加 噪声 NLAR 模型 (4. 2. 27) 时 , 即 

Ti = P (Timis Lip) + Es 
显然 
E = T, — P AT aott s Tip) 全 及 (4.6.5) 
(4. 6.5) 式 表明 ,可 加 噪声 NLAR SALE IR HY. 
例 4.6.3 函数 型 随机 条 件 方差 NLAR 模型 (4. 2. 24), 即 
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Ti = P (T, 90 Lip) H ESCE Lip) (4.6.6) 
由 于 S 是 正 值 函 数 , 故 


Xi — Py Lee p) 


TS E E TA) (4.6.7) 
(4. 6. 7) 式 表明 了 模型 (4. 6. 6) 也 是 可 逆 的 . 
例 4.6.4 考虑 双 线性 模型 (4. 4.65) , 即 
T, = & — UZ,- 18-19 (4. 6.8) 
Epl | EG RAS FPA EG. 2. DR. 于 是 有 
E, = T, + ar, -ie (4. 6.9) 


由 (4. 6.8) 和 (4. 6.9) 的 对 应 关系 ,即将 z 与 s 互 换 后 ,仿照 (4. 4. 67) 式 ， 
可 得 如 下 关于 & 的 表达 式 : 


&=r + Sl( La)s + 
+e. (Fe ie a (4. 6.10) 


一 般 说 来 ,讨论 (4. 6. 10) 式 求 和 的 收敛 问题 比 (4. 4. 67) 式 困难 得 多 ,原因 
在 于 zx-1,x,-2，… 的 相关 结构 很 复杂 . 但 对 一 些 特殊 情况 ,例如 & 服从 
(一 8,6) 上 的 均匀 分 布 ,其 中 之 之 9 瑟 也 ,上 且 (4. 6. 9) 式 中 的 “满足 la| < 
(1 一 0) 过 1, 可 以 验证 ,(4. 6.10) 式 是 依 概率 收敛 的 ,从 而 模型 (4. 6. 8) 是 
可 道 的 . 事实 上 ,在 上 述 条 件 下 , 易 见 (4. 4. 66) 式 成 立 ,从 而 模型 (4. 6. 8) 
有 唯一 的 平稳 解 . 由 (4. 4. ORAM el< H 


lal< lel + Dlet( [Pet ) le 


<a Di laltorr 

lal6: 
(1— fel) 
将 上 式 代 入 (4. 6. 10) 式 中 可 知 ,(4. 6. 10) 式 最 后 一 项 依 概 率 趋 于 零 , 从 而 
以 下 无 穷 级 数 


<i. 


=r + > (Tz 中 
依 概率 收敛 . 
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例 4.6.5 考虑 如 下 有 理 分 式 模型 
Z-1& 
wy ee" 
sth (e,} HEA AR e,~N (0.0%). 由 文献 [106] 中 Tong 的 结果 知 , 模 
型 (4. 6. 11) 是 几何 遍历 的 ,从 而 有 唯一 的 平稳 解 . EE A E its 
…} 时 ,由 (4.6. 11) 式 知 ,e 应 满足 如 下 的 一 元 二 次 方程 式 
DEP — ZG 二 iz = 0. (4. 6. 12) 
注意 到 e Box, MOL, He~N(0,0°) AFA. 6. 12) 式 中 的 系数 是 自由 参 
数 ,从 而 6 不 是 总 能 被 (zx,z…) 所 唯一 确定 . 故 模型 (4. 6. 11) 不 是 可 逆 的 . 
时 间 序 列 模型 的 可 逆 性 在 统计 分 析 中 是 很 有 用 的 . 这 在 LARMA 模 
型 的 统计 分 析 中 已 得 到 充分 体现 (参见 文献 [16]). 在 非 线 性 时 间 序 列 模 
型 中 也 是 如 此 . 当 模型 具有 可 道 性 时 ,不 可 观测 的 白 噪 声 序列 {e } 可 以 用 
可 观测 的 时 间 序 列 {z,} 进 行 估计 ,从 而 能 估计 一 步 预 报 的 条 件 方差 和 无 
条 件 方差 . 进一步 还 可 以 利用 {&} 的 独立 同 分 布 假定 以 及 6 与 {zx,,s<t} 
独立 的 假定 ,来 构造 各 种 检验 统计 量 , 以 解决 各 种 检验 问题 ,例如 在 第 6 章 
中 的 线性 性 检验 问题 . 
现在 讨论 另 一 种 意义 的 可 道 性 一 时间 可 道 性 (Time 
Reversibilily). 
定义 4.6.6 平稳 序列 {z,} 称 为 时 间 可 过 的， 如 果 对 于 正 整 数 盖 和 
任何 时 刻 十 < 二 …<to 以 及 任意 时 刻 s(x) 与 (Zs) 
有 相同 的 分 布 . 
注意 ,如 果 {zx,} 是 平稳 序列 , 则 对 任何 固定 的 s, {zx,-,} 也 是 平稳 序列 
故 在 定义 4. 6. 6 中 的 * 可 以 是 任意 的 时 刻 . 特别 地 ,可 取 s 二 0. 当 被 讨论 的 
平稳 序列 限定 在 ! 宇 1 的 时 刻 内 , 即 {z,,t 宇 1) 是 平稳 序列 ,在 定义 4. 6. 6 中 
应 取 s>t,,. 
直观 地 说 ,定义 4. 6. 6 中 的 可 逆 性 是 指 时 间 反 向 后 的 序列 ,与 原 序列 
的 概率 结构 相同 . 
如 果 平稳 序列 {z,} 是 零 均 值 正 态 序列 , 则 由 定义 4. 6. 6 易 知 , 它 一 定 
是 时 间 可 逆 的 . 事实 上 ,对 于 任意 的 正 整 数 m 和 任意 时 刻 t.<t, 达 …<t，， 
Cay tay, OA AS ED HE 
P= Oijen (4. 6.13) 
有 关 . 根据 平稳 性 知 , 对 任意 时 刻 s.r) 的 协 方差 阵 也 是 
(4.6.13) KAP. 所 以 它 与 Ce ee) 有 相同 的 分 布 . 


(4.6.11) 
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从 实际 背景 来 看 ,一 个 时 间 序 列 往往 是 客观 现象 随时 间 发 展 的 观测 
序列 , 它 反映 了 某 种 物理 、 化 学 或 经 济 等 现象 的 变化 过 程 . 一 般 说 来 ,将 时 

间 反 向 后 的 被 观测 序列 并 不 一 定 再 保持 原 序列 的 概率 结构 . 所 以 时 间 可 
逆 性 并 不 具有 广泛 的 实际 意义 . 当然 ,如 果 一 个 平稳 序列 具有 时 间 可 逆 
性 ,这 也 是 一 种 很 有 意义 的 结构 特征 . 在 LARMA 模型 的 拟 合 研究 中 ,这 
种 特征 曾 被 用 来 提高 参数 估计 的 精度 (参见 文献 [22]、[133]). 

在 非 线 性 时 间 序 列 中 ,不 仅 存 在 时 间 可 逆 的 平稳 序列 ,也 存在 着 时 间 
不 可 道 的 平稳 序列 .但 是 ,对 于 一 般 的 NLAR 模型 和 NLARMA 模型 ,很 
难 判断 其 相应 的 平稳 序列 是 否 为 时 间 可 逆 的 .故而 代替 讨论 与 之 有 关 的 
纯 随机 序列 与 单 向 随机 序列 . 需要 指出 的 是 ,在 非 线性 时 间 序 列 中 ,还 会 
出 现时 间 反 向 后 为 非 随机 序列 的 现象 . 我 们 先 看 以 下 例子 . 

例 4.6.7 考虑 如 下 的 LAR(1) 模 型 : 


fm es + te, (4.6.14) 


式 中 {6,) 为 独立 同 分 布 序列 ,P(e 二 0) 二 P(e=D= 十 . 由 $4.2 中 关于 模 
型 (4. 2. 42) 的 讨论 知 模型 (4. 6. 14) 具 有 平稳 解 ， 而 且 平稳 分 布 为 0， iJ 上 
的 均匀 分 布 . 根据 定义 4. 6. 1, 模 型 (4. 6. 14) 是 可 逆 的 ,而 且 6 可 表 为 

E = 22, — Tis (4. 6, 15) 
为 了 说 明 模 型 (4. 6. 14) 不 是 时 间 可 逆 的 ,首先 计算 在 给 定 x 的 条 
件 分 布 . 由 (4. 6. OR. 


P(x = Fa 


dl Vae Lo 


2 2 


P| z = fat} |a- sal=as 


此 两 个 式 子 表明 了 在 给 定 xz, =a OaD, r 的 条 件 分 布 不 退化 . 但 
是 若 将 时 间 反 向 , 即 考 虑 在 给 定 zx 时 ,zx, ,的 条 件 分 布 ,由 (4. 6. 14) 式 并 
注意 到 x, 服从 [0,1] 上 的 均匀 分 布 , 则 有 


V a € [0,1]. 


4 =e< fit wl 5 二 0, 从 而 2-1 = 205 (4.6.16) 
Yr sa fit AT = AT z= 20-1. (4. 6.17) 
. 2z, 4o<r<t; 
id f(x) = 2xmod(1) = í (4. 6. 18) 
2—1 By +l. 
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联合 (4. 6. 16) 一 (4. 6.18) 三 个 式 子 ,得 
a, = f\(x,) = 2x,mod(1). (4. 6. 19) 
(4. 6.19) 式 表明 了 当时 间 反 向 后 ,zx,_1 被 zx 所 唯一 确定 . 因此 在 给 定 x 
时 ,zx-, 的 条 件 分 布 是 退化 的 . 可 见 此 时 {z,} 不 是 时 间 可 逆 的 . 
例 4. 6.8 考虑 如 下 的 双 线 性 模型 : 


= e+e), (4. 6. 20) 


Me) 为 独立 同 分 布 序列 , 且 P(e = 1) =P =— =>. 通过 直接 验 
证 可 知 ,[0,1] 上 的 均匀 分 布 为 模型 (4. 6. 20) 的 不 变 分 布 . 由 例 4. 4. 15 可 
知 ,模型 (4. 6. 20) 有 唯一 的 平稳 解 . 当 将 时 间 反 向 后 如 何 呢 ?用 例 4. 6. ?的 
椎 导 方法 可 以 得 到 


ws (4. 6. 21) 
其 中 
ar, wO<r<ts 
fla) = { (4. 6. 22) 
2-27, 44 Szr<l 
4.6.9 考虑 如 下 的 非 线 性 模型 : 
T= i + lea = tm), (4. 6. 23) 


2 2 
RP le) 为 独立 同 分 布 序列 , 且 


Pe =1)=Pe@=—-l=F. 


通过 直接 验证 可 知 ,Bata 分 布 BCO. 5,0. 5) 是 模型 (4. 6. 23) 的 不 变 概率 
分 布 , 即 其 不 变 概率 分 布 具 有 密度 
1 


Sila) = -TO 0<r<l. (4. 6. 24) 
从 而 (4. 6. 23) 式 有 平稳 解 . 于 是 根据 例 4. 6. 341, (4. 6.23) 是 可 逆 的 ,而 且 
2z)— 1 
= . 
V1 zi 
但 是 , 当 将 时 间 反 向 后 ,利用 例 4. 6. 8 的 讨论 方法 可 得 到 
Ti = f(a) (4. 6. 25) 


其 中 
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fT) 4r = 7), XE (0,1). 
上 述 三 个 平稳 序列 在 时 间 反 向 后 都 表现 为 确定 性 的 序列 , 即 它 们 分 
别 满 足 某 确定 性 的 迭代 关系 式 , 或 称 为 离散 动态 系统 . 这 又 一 次 显示 出 非 
线性 平稳 序列 与 动态 系统 的 联系 . 为 了 进一步 揭示 它们 之 间 的 联系 , 先 来 
分 析 一 下 如 何 将 确定 性 序列 反 向 后 变 成 一 个 随机 序列 . 
考虑 满足 (4. 6. 19) 式 的 确定 性 序列 : 
y, = 2y,mod(1); 

H E [0,1]. 
现在 要 问 :在 给 定 y 的 值 时 ,能 否 确定 w-, 的 值 . 由 (4. 6. 19) 式 的 函数 
/1(z) 的 图 象 ( 见 图 2. 2. 2) 可 看 到 ,了 的 逆 不 是 唯一 的 , 即 任 给 yp =a © 
ODay ,有 两 个 可 能 值 , 即 y= ha 或 者 证 a 十 二. 如果 我 们 用 一 个 


(4. 6. 26) 


Bernoulli 试验 决定 w ,一半 还 是 y= 各 十 二 ,并 各 以 概率 证 取 每 个 值 ， 
于 是 可 将 y Sat 
1 


Soh er 
wi = ay t Fes (4. 6. 27) 


其 中 (6} 是 独立 同 分 布 序 列 ,PCe=0) 二 PCs 一 1) 二 去. 于 是 (4. 6. 27) 与 
(4. 6. 14) 为 同一 模型 . 这 就 从 另 一 方面 在 LAR(1) 模 型 与 确定 性 动态 系 
统 (4. 6. 26) 之 间 建 立 了 联系 . 

在 上 述 讨论 中 ,如 果 取 P(s=0)=p,P(s==1)=1 一 p, 则 由 
(4. 6.27) 式 仍 可 用 Bernoulli 试验 决定 y- ,的 取 值 ,而 y 与 yw-, 仍 保持 ye 
一 2y-imod(1) 的 关系 .于 是 ,自然 会 想到 ,为 什么 取 p= 赴 呢 ?换言之 ， 


$= 二 有 什么 特殊 性 质 呢 ?对 不 同 的 p 值 . 只 要 0<p<1, 模 型 (4. 6. 27) 就 


有 不 同 的 平稳 分 布 . 而 在 动态 系统 (4. 6. 26) 的 多 个 不 变 分 布 中 ,只 有 [0， 
1] 上 的 均匀 分 布 是 特殊 的 遍历 分 布 . 这 个 不 变 分 布 与 模型 (4. 6. 2D P p 
= 目的 情形 相对 应 . 关于 动态 系统 的 不 变 分 布 和 遍历 性 ,我 们 将 在 第 8 章 
中 讨论 ,这 里 暂 不 仔细 论述 了 . 
以 上 的 讨论 不 难 推广 到 例 4. 6. 8 和 例 4. 6. 9. 更 一 般 地 说 , 若 y 满足 
一 个 确定 性 迭代 系统 , 即 
Jy 5 SO ds t>; 


DER (4. 6. 28) 
yw Rs 
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当 函 数 / 不 是 单 值 时 , 则 y ,不 能 被 y 所 唯一 确定 . 特别 是 , 当 w ,具有 
有 限 个 不 同 的 取 值 时 ,总 可 以 用 一 个 取 有 限 个 值 的 离散 随机 变量 6, 以 其 
不 同 的 取 值 来 确定 对 应 的 w ,的 取 值 . 于 是 便 得 到 了 关于 {y.) 的 反 向 的 
自 回归 模型 .至 于 e 取 各 种 可 能 值 的 概率 , 则 可 根据 系统 (4. 6. 28) 的 遍 
历 的 不 变 分 布 而 定 . 由 于 (4. 6. 28) 式 的 遍历 的 不 变 分 布 很 难 给 出 来 ,所 以 
很 难 确定 上 述 s 的 分 布 ,除非 对 某 些 简单 的 模型 一 -例如 对 例 4. 6. 7、 例 
4. 6. 8 和 例 4. 6. 9 等 有 可 能 给 出 。 的 合理 的 概率 值 . 

综 上 所 述 ,我 们 可 以 利用 时 间 序列 的 正 向 和 反 向 的 随机 性 ,将 平稳 时 
间 序 列 分 为 如 下 两 类 : 

定义 4. 6.10 ”如 果 平 稳 时 间 序列 {xz} 不 满足 下 列 两 条 件 中 的 任何 一 


条 : 
O 存在 函数 ,使 得 
Ti = Exes steay ds V ki (4. 6. 29) 
Gi) 存在 函数 ,使 得 
Le = Steet ds WR (4. 6. 30) 


则 称 {z,} 为 纯 随机 平稳 序列 . 

定义 4.6.11 如 果 平 稳 时 间 序 列 {z,} 满 足 定义 4. 6. 10 中 的 条 件 (i) 
或 (ii), 则 称 {z, } 为 单 向 随机 平稳 序列 . 

注意 , 若 一 个 平稳 序列 {z,} 满 足 定义 4. 6. 10 中 的 条 件 (i) 或 条 件 (ii)， 
不 妨 设 满足 条 件 (ii) , 则 由 平稳 性 知 

i = Suture), VEL (4. 6. 31) 

这 表明 了 当 将 时 间 反 向 时 ,平稳 序列 {x,} 满 足 (4. 6. 31) 式 的 确定 性 动态 
系统 . 关于 同时 满足 (4. 6. 29) 和 (4. 6. 30) 式 的 序列 ,将 在 第 8 章 中 讨论 . 


第 $ 章 
非 线性 时 间 序 列 的 预报 


时 间 序列 分 析 的 一 个 重要 内 容 是 预报 . 时 间 序列 的 预报 有 着 广泛 的 
应 用 背景 ,无 论 是 线性 时 间 序 列 , 还 是 非 线 性 时 间 序列 ,都 是 如 此 . 但 是 对 
这 两 类 时 间 序列 ,解决 其 预报 问题 的 方法 和 困难 程度 却 有 很 大 差别 . 在 本 
章 中 ,将 对 比 线性 平稳 时 间 序列 预报 与 非 线性 平稳 时 间 序列 预报 的 相同 
与 相 异 之 处 ,并 介绍 几 种 重要 的 非 线性 平稳 时 间 序 列 模型 的 预报 方法 . 本 
章 主要 讨论 平稳 时 间 序列 的 预报 问题 ,为 了 简便 , 若 无 特 别 说 明 , 常 略 去 
“平稳 "二 字 . 


3 5.1 时 间 序 列 预报 的 概述 


所 谓 时 间 序 列 的 预报 ,实质 上 就 是 根据 时 间 序 列 的 历史 观测 值 
Ensaios 对 未 来 时 刻 n 十 (8 二 0) 的 取 值 进行 估计 . 以 {z,} 表 示 一 个 时 
间 序 列 , 不 妨 假定 Ez,==0,Ez; 达 oo. 由 $1.4 的 讨论 可 知 ,在 给 定 历史 值 
{xnoX-1,"…} 的 条 件 下 ,使 用 不 同 的 方法 给 出 将 来 时 刻 ”十 & 的 取 值 的 估 
计 , 将 导致 不 同 的 预报 方法 . 而 估计 z,+xC& 之 0) 可 以 有 不 同 的 准则 . 从 概 
率 论 角度 看 ,最 完备 的 预报 应 当 是 给 出 在 {z,,z.:,…} 的 条 件 下 ta h 
条 件 分 布 ,但 由 于 条 件 分 布 既 不 容易 被 估计 ,又 不 便于 使 用 ,所 以 较 少 被 
讨论 . 代 之 用 条 件 分 布 的 数字 特征 一 一 条 件 期 望 作为 z,14 的 估计 , 称 之 为 
条 件 期 望 预报 方法 ,这 是 一 种 重要 的 预报 方法 . 在 非 线性 时 间 序 列 的 预报 
中 尤其 如 此 . 

如 $1.4 所 讨论 的 那样 ,在 给 定 {z,,z,-，,…} 的 条 件 下 ,利用 条 件 期 
望 的 性 质 ,z,+ 1 的 条 件 期 望 可 表示 为 

EV) = Ef Ery lz sz im 
= P (TT 13). 6.1.1) 
记 es = Fari — 21), nO, (5.1.2) 
称 为 时 间 序 列 {z,} 的 新 息 序 列 . 在 $1.4 中 曾 指出 ,新 息 序 列 {e,} 是 平稳 
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鞠 差 序列 ,根据 $ 1.4 中 的 性 质 1. 4. 1, 有 
Eley. zz 一 0， (5.1.3) 
Ee,, = infE (xy. = Flay steer} 5 (5.1.4) 
上 式 中 的 和 取 遍 所 有 的 可 测 函 数 . 如 8 3. 1 中 所 述 , 按 照 (5. 1. 1) 式 中 的 
预报 函数 ,可 对 时 间 序 列 进行 分 类 . 若 只 依赖 于 有 限 个 trtni 
xz,_oiiy* 则 由 (5.1.1) 和 (5.1.2) 两 式 得 如 下 模型 ; 


T, = P (Liis Lip) 十 er (5.1.5) 
这 是 一 个 有 穷 阶 自 回归 模型 . RK ST Ti] FF (ae) EB 9 FF 
阶 自 回 归 模 型 的 解 , 即 

Ze = P (T1939.") Hep (5. 1.6) 


在 此 必须 再 次 强调 :正如 8$ 1. 4 中 指出 的 那样 ,无 论 是 在 (5. 1. 5) 式 中 还 
是 在 (5.1. 6) 式 中 ,对 {e} 的 最 自然 的 假定 只 能 是 平稳 黄 差 序列 . 但 是 ,在 
第 3 章 和 第 4 章 中 又 曾 指出 ,为 使 模型 有 明确 的 定义 ,必须 假定 {e'} 为 白 
噪声 序列 ,否则 ,就 会 使 (5. 1. 5) 式 包括 了 一 大 类 等 价 模型 . 其 原因 在 于 : 
用 条 件 期 望 预报 zx,, 1 时 ,并 未 完全 限定 z,;, 的 条 件 分 布 ,从 而 在 模型 
(5.1.5) 中 ,尽管 具有 相同 的 条 件 期 望 预报 函数 ,但 其 新 息 序列 {e,} 可 以 
有 许多 不 同 的 更 精确 的 概率 结构 . 为 此 , 当 {e'} 为 平稳 鞭 差 序列 时 ,应 当 
称 (5. 1. 5) 式 为 预报 AR(p) 模 型 . 当 {e,} 为 白 噪 声 序 列 时 , 则 称 (5. 1. 5) 式 
为 结构 AR(p) 模 型 , 按 模 型 (3. 2. 1) 的 表示 , 即 
T= P (Ervi irs Ting) F Er 6.1.7 
以 条 件 期 望 作为 预报 方法 ,可 以 保证 其 预报 误差 的 方差 有 极 小 性 质 ， 
即 (5. 1. 4) 式 成 立 . 但 是 ,便于 计算 的 一 种 实用 的 预报 方法 是 用 历史 资料 
{zwyzw-iy} 的 线性 最 小 方差 方法 来 预报 x.14. 这 一 方法 被 称 为 投影 预 
报 方法 . 当 给 定 {zvyz, ii,…} 时 ,zv+ 的 投影 预报 按 如 下 准则 确定 , 即 


inf, Elz - Sen) } &=1,2.). (5.1.8) 


相应 的 预报 信 记 为 
Zi (k) = E{zsnlz Te}. (5.1.9) 
在 本 节 中 ,我 们 只 讨论 以 上 两 种 预报 方法 ,借助 这 两 种 预报 方法 来 进 
一 步 讨 论 线性 时 间 序 列 与 非 线性 时 间 序 列 的 差异 . 在 § 1.4 中 曾 指 出 , 当 
{a} ACL. 2. 1) 式 的 线性 序列 时 ,条 件 期 望 预报 与 投影 预报 是 一 致 的 , 即 
a) =e (1). 当 {z) 为 非 线性 时 间 序 列 时 ,$ 1. 4 中 的 例 1.4.2 表明 了 
xu(1) 天 zs (1) 是 可 能 的 . 
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下 面 进一步 讨论 LAR 模型 与 NLAR 模型 的 结构 模型 和 预报 模型 的 
差异 . 
设 {z,} 为 平稳 可 道 ILARMA(p,g) 模 型 的 解 , 即 {z,} 满 足 如 下 随机 差 
分 方程 
T= PU Het + Ppt p +E — AG) — 0 — Oe 
(5.1.10) 
由 性 质 1. 2. 3 知 , 上 式 中 的 s 可 唯一 地 表示 为 


a 
= Dei (5.1.11) 


式 中 系数 1,(7=0.1,2. HC. 2. 12) 式 确定 . 从 而 由 (5. 1. 11) 式 ,有 
TnL) = Elays lz zo} 
? L. 
= E| Dpr H et — Deve lz Te 
fa 


= AT, He + Ppa par — hEn — eee ~ Oyen gts» 
HP Be WELA. 2. DRM ERA 
Cott = Zayi — Ll) = Grae (5.1.12) 
(5.1. 12) 式 表明 了 对 平稳 可 逆 LARMA 模型 (5. 1. 10) ,模型 的 新 息 序列 
与 模型 的 白 噪声 序列 是 相同 的 . 另 一 方面 ,如 果 将 (5.1. 10) 式 中 的 {a.} 用 
平稳 著 差 序列 {e,} 代 替 时 ,由 拷 差 的 定义 及 性 质 , 仍 可 从 (5.1.11) 式 得 到 


a 
e, == DRL; 
fo 


并 且 有 
TnL) 一 Jr 十 … 十 Jr 一 be 一 …… 一 0e hi 

从 而 由 (5. 1. 2) 式 知 ,新 息 en 1, 就 是 平稳 拷 差 序列 {e,} 在 十 1 时 刻 的 元 素 
en 上 述 讨论 表明 了 对 LARMA 模型 (5. 1. 10) 如 果 假 定 {s } 为 白 噪声 序 
列 , 则 新 息 序列 也 是 白 噪声 序列 , 且 e=s; 如 果 {e } 为 平稳 鞭 差 序列 , 则 新 
息 序列 也 是 平稳 拷 差 序列 . 如 在 $ 1. 4 所 讨论 的 那样 ,从 预报 观点 看 ,新 
息 序 列 被 假定 为 平稳 蒜 差 序列 是 最 合理 的 . 所 以 在 讨论 LARMA 模型 
时 ,从 预报 角度 考虑 ,在 模型 (5. 1. 10) 中 用 {e /代替 {e} 更 自然 些 . 

但 是 ,在 NLARMA 模型 的 情形 ,(5. 1. 12) 式 不 一 定 成 立 ,从 而 上 述 
讨论 对 NLARMA 模型 也 不 一 定 适用 . 

例 5.1.1 考虑 如 下 NLAR 模型 
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T, 


& 
SIF, te F,’ 6.1.13) 


其 中 {&) 为 正 态 N (0,07) HREJE. 由 定理 4. 2. 18 知 ,NLAR 模型 
(5. 1. 13) 有 唯一 平稳 解 . 设 {z,} 为 (5.1.13) 式 的 平稳 解 ,那么 
(1) 一 天 {zsilzyz ie) 
—_ Enti 
= i 
E Ia E wen E Zaz) 
=0. 


从 而 由 (5.1.2) 式 ,有 
Ti Sé (5. 1.14) 


特别 地 ， 


A Ent 
Cnt = Bart — all) = Tn = J 


由 此 可 知 ,(5. 1. 12) 式 不 能 成 立 . 否则 , 必 有 
Enti 

DIFE Pao 
成 立 . 由 此 导致 十 十 … 十 zx?- ,+41 二 1,a. s.. 于 是 有 xz,= 二 0,a.s. .这 与 
(5. 1. 14) 式 相 矛 盾 . 

通过 例 5. 1. 1 不 难看 出 线性 序列 与 非 线性 序列 在 预报 中 的 差异 . 而 
且 还 可 看 到 ,对 于 (5. 1. 13) 式 的 NLAR 模型 ,在 使 用 条 件 期 望 预报 时 却 
表现 为 LAR(0) 模 型 (5. 1. 14) 式 . 所 以 平稳 序列 {z,} 所 满足 的 模型 (5. 1. 
13 ) 式 为 {zx} 的 结构 模型 ,而 (5. 1. 14) 式 为 {z,} 的 预报 模型 . 对 于 非 线性 
时 间 序列 ,其 结构 模型 和 预报 模型 可 以 不 相同 . 由 此 可 见 , 有 必要 用 这 两 
种 不 同 的 模型 名 称 来 加 以 区 别 . 而 对 线性 序列 的 情况 ,如 前 所 述 , 没 有 区 
别 的 必要 . 

现在 讨论 (5. 1. 6) 呈 现 为 无 穷 阶 线性 预报 模型 的 情况 , 即 

n= D ptites DÉ <o, (5.1.15) 


其 中 {e' }) AP BRE ESI. (5. 1. 15) 式 中 的 随机 级 数 依 概率 收敛 . 为 叙述 
方便 , 仅 限于 讨论 (5.1. 6) 式 中 的 预报 函数 9 能 表 成 (5. 1. 15) 式 右 端的 求 
和 形式 . 在 $1.4 中 , 曾 称 (5. 1. 15) 式 为 预报 线性 模型 . 当 (5. 1. 15) 式 中 
的 e,=& 时 , 即 x, 能 表 成 如 下 的 无 穷 阶 LAR 模型 : 


E, 
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x= Jen, +6. (5. 1.16) 


与 预报 线性 模型 (5. 1. 15) 相 应 ,应 当 称 (5. 1. 16) 式 为 结构 线性 模型 .由 
81.2 中 的 讨论 可 知 ,线性 平稳 可 逆 LARMA 模型 (1. 2. 4) 满 足 (1. 2. 
IDRA 


r= X aa, H En 65.1.17) 


此 式 表明 了 平稳 可 道 LARMA 模型 属于 结构 线性 模型 . 进一步 ,平稳 可 
逆 LARMA 模型 的 平稳 解 满足 (1. 2.7) 式 , 即 


= De (5. 1. 18) 


此 式 表 明了 结构 线性 模型 (5. 1. 17) 的 平稳 解 为 线性 序列 . 由 此 联想 到 两 
个 自然 的 问题 是 :结构 线性 模型 在 什么 条 件 下 有 唯一 的 平稳 解 ?其 平稳 解 
一 定 是 形 如 (1. 2. 1) 式 的 线性 序列 吗 ? 

首先 ,为 使 (5. 1. 16) 式 有 唯一 的 平稳 解 的 确 需要 一 些 条 件 . 虽然 给 出 
结构 线性 模型 (5. 1. 16) 有 唯一 平稳 解 的 充分 必要 条 件 是 困难 的 ,但 是 文 
献 中 有 关于 其 充分 条 件 的 结果 ( 见 文献 [58]、[125]、[133]). 在 这 些 条 件 
下 ,不 但 保证 了 (5. 1. 16) 式 有 唯一 平稳 解 ,而 且 其 解 为 (1. 2. 1) 式 的 线性 
序列 . 这 些 内 容 不 是 本 书 讨论 的 重点 , 故 从 上 略 . 

由 于 上 述 两 个 问题 未 彻底 解决 ,于 是 随 之 而 来 的 问题 是 ;用 (1. 2. 1) 
式 定义 的 线性 序列 与 (5. 1. 16) 式 的 平稳 解 是 否 一 致 ?如 果 不 一 致 , 当 使 用 
(1. 2. 1) 式 定义 线性 序列 时 ,会 使 线性 模型 与 线性 序列 相 脱 节 . 如 果 相 一 
致 的 话 , 则 线性 模型 的 解 为 线性 序列 ; 非 线 性 模型 的 解 为 非 线 性 序列 . 由 
于 上 述 是 否 一 致 的 问题 仍 未 解决 ,从 而 关于 非 线 性 序列 的 定义 便 存在 一 
些 不 确定 的 因素 . 到 现在 为 止 ,我 们 只 给 出 了 $ 1.2 关于 线性 序列 的 严格 
定义 ,这 也 是 文献 中 常用 的 定义 . 而 对 非 线 性 序列 和 非 线 性 模型 没有 给 出 
严格 的 定义 . 这 些 内 容 还 有 待 研究 . 

下 面 讨论 LAR 模型 和 NLAR 模型 的 另 一 差别 . 这 一 差别 表现 在 模 
型 的 多 步 预报 方面 . 为 叙述 方便 ,在 下 面 论述 中 将 结构 模型 简称 模型 . 

首先 考虑 LAR 模型 

L, = AT, ter + Or» + Eo (5.1.19) 
式 中 系数 Go p 满足 条 件 (1. 2. DR GREFI e } 满 足 (1. 2. 3) 式 . 
由 (5.1. 19) 式 和 (5. 1. 12) 式 的 推导 方法 可 得 到 
TCL) = Gay, + + te pete (5. 1.20) 
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再 由 (5. 1. 19) 式 还 可 得 到 
ID= Efan Nr tte} 
= El Gru. i 二 Prot + Entel Zar Tnit} 
一 GE{z, lEn Enit} 十 … 
+ GEL ty .1 ozooze ie)} 


+ ELE ep Er sE} 


= Ar, (l — 1) +++ 92,0 — p). (5.1.21) 
在 (5.1.21) 式 中 , 当 / 一 :0 时 , 记 一 k=l 一 i. 
Za(— k) = E {2ni |En Enit} = Tae 65.1.22) 


联合 (5. 1. 21) 和 (5. 1. 22) 两 式 , 得 到 

a) = Gz — 1) ++ pz — p); 

a Ta Eu(— 1) = x Tp 二 1) = Tp. 

(5. 1. 23) 
(5.1. 23) 式 表明 了 ro AE TR p 阶 线性 差分 方程 ,可 用 递 推 方 
法 逐一 求 出 ,计算 十 分 方便 .此 外 , 记 这 (人 D)=(z,D) ,Zz,(L 一 p 十 1))"， 
(A | P- P 
[N 


alae oe ale 
to eee 1 0 
WG. 1. 23) 式 可 写成 
2(L) = Ox, 一 1). (5. 1. 24) 
由 (5. 1. 24) 式 递 推 , 可 得 到 
x,(1) 一 x, (0). (5. 1. 25), 


由 (5.1.23) 式 可 见 ,对 LAR 模型 ,不 仅 一 步 预报 为 LAR 序列 历史 
值 的 线性 组 合 ,而 且 多 步 预报 也 是 LAR 序列 历史 值 的 线性 组 合 . 因此 ， 
(5.1.23) 式 中 的 x,(1) 既 是 条 件 期 望 预 报 , 又 是 投影 预报 ,两 者 是 相等 的 . 
对 于 NLAR 模型 ,如 前 所 述 ,两 种 预报 不 一 定 相等 . 如 果 对 非 线 性 时 间 序 
列 使 用 投影 预报 ,将 会 如 何 呢 ? 
考虑 时 间 序 列 {z,} ,不 妨 设 Ez, 二 0, 用 历史 观测 值 nEri Enp 
对 zx- 进行 投影 预报 ,并 记 为 z; (1), 则 它 应 满足 
Efx — a (DY = inf Eloy, 一 Setomi (5. 1.26) 


令 h= Eurer OA s e= e 
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T= Yi Dicnice 
fz} 的 平稳 性 及 Ex, =0, Exi<oo.(5. 1.26) 式 可 表 为 


Elan — 25 )}! = inf{Y, — c'b + eTe). (5.1.27) 
由 时 间 序 列 分 析 中 熟知 的 结果 ( 见 文献 [125]).(5. 1. 27) 式 有 唯一 解 ; 
a. (1) =bT x, (5. 1. 28) 
式 中 心 = (aye tp I OG = 二 (Gp)". 且 
p=T'b. (5. 1.29) 


24 ERRES r) EAE LAR(p) 模 型 (5. 1. 19) 时 ,(5. 1. 29) 式 恰好 表 
达 了 其 自 回归 系数 与 自 协 方差 函数 的 关系 ,并 被 称 为 Yule-Walker 方程 
( 见 文献 [125]). 当 {z} 不 满足 (5. 1.19) 时 , 则 可 称 (5. 1. 29) 式 是 对 1x,} 
的 一 种 近似 模型 描述 ,其 系数 仍 由 (5. 1. 29) 式 给 出 . 从 而 对 {x,} 的 多 步 预 
报 可 采用 它 的 近似 LAR 模型 的 多 步 预报 方法 ,也 即 用 (5. 1. 23) 式 预报 . 
线性 与 非 线性 时 间 序 列 在 预报 方面 的 差异 还 表现 在 预报 误差 的 方差 
上 .对 于 结构 型 LAR 模型 (5. 1. 19), 由 (5. 1.12) 式 ,其 预报 误差 为 
Cnt = Eege 
从 而 
尼 人 est ilzroozo ie) 一 已 (名 Zooyzo -ie 
= Eè, = 0°, (5. 1.30) 
但 是 ,对 于 预报 型 AR 模型 (5. 1. 5) ,无 论 它 是 线性 的 还 是 非 线性 的 ,由 于 
(5. 1. 12) 式 不 再 成 立 ,从 而 其 一 步 预报 误差 的 条 件 方差 
Ele, zz ie) = S(T Te ie) (5.1.31) 
一 般 不 为 常数 (而 且 上 式 右 端的 函数 也 不 一 定 只 依赖 于 dnote Tap). 
以 模型 (5. 1, 13) 为 例 . 由 (5.1.13) 式 和 (5.1.14) 式 ,有 
Eles rz} = EZ lEn Zatte) 
WE A 
o 
上 式 表 明了 e+, 的 条 件 方差 不 为 常数 ,从 而 不 等 于 Eers 
对 于 多 步 预报 ,在 线性 序列 情况 下 ,以 模型 (5. 1. 10) 为 例 . 由 
(1.2.7)、(1.2.11) 以 及 类 似 于 求 z,(1) 的 方法 ,可 得 到 


a= EL Soe. AR oe} 
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= Ditters 
从 而 ! 步 预报 的 误差 为 
Lasi — ID = DG Ere (5. 1. 32) 


于 是 ,由 (5. 1.32) 式 有 


EX [rage — Fe) F EnEn} 


= E(x — 2,0)? = ef E hien- i} 


= Syke, = Sge a>1). (5. 1. 33) 
由 (5.1.33) 式 可 知 , 对 线性 序列 的 多 步 预报 误差 ,其 条 件 方差 与 无 条 件 方 
差 相 等 , 且 随 预报 步 数 增加 而 增加 . 


对 非 线性 序列 的 多 步 预 报 ,不 仅 其 预报 误差 的 条 件 方差 与 无 条 件 方 
差 不 相 等 ,而 且 存 在 着 条 件 期 望 预 报 与 投影 预报 两 种 不 同 的 预报 方法 . 
此 ,其 多 步 预 报 误差 方差 的 特征 也 随 其 方法 不 同 而 不 同 . 在 此 仅 叙述 它们 
与 线性 序列 预报 的 一 同一 异 的 特征 . 

考虑 非 线性 平稳 序列 {z,} ,并 用 条 件 期 望 方法 对 其 进行 预报 . 这 时 多 
步 预报 的 误差 方差 总 是 随 着 预报 步 数 而 单调 非 降 . 事实 上 , 令 


o = Ex — 2}, (5.1.34) 
由 (5.1.1) 和 (5.1.6) 式 ,有 
Tao-1 一 人 (TooToio…) + erste (5. 1. 35) 
于 是 有 
Ee. = oi, (5. 1. 36) 


Tu(2) 一 El aay 2 Larter} 
= El (Enpi Lav Ts") F Case |LuvTn—19 0} 
= Ef (p41 Lav Enis") [Lar Ta rset} 
BA Lass Lar Tr), 

E[r, 2.(2) F 
= Efo Cane 2ns t) H eniz — A teers tas F 
= Eë., + ELE (taster) — Pharr Za) 
+ 2Be LG (Enpi Enst) 一 zivro…)]. 
í (5. 1.37) 


8$ 5.1 时 间 序 列 预 报 的 概述 + 173+ 
由 于 
Eel 9 (tarsus) — HT rss)] 
= EXE {ens [P (zsriyzo) 
— Paras tye) ates tai ste }) 
= E{[9 (zyzo…) — Hoes ietav) 
X Elenseltavte-19%* J} 
= 0， (5. 1. 38) 
从 而 由 (5. 1.36) 和 (5.1. 37) 式 得 
o>. (5. 1. 39) 
Xt I> 1,2 
U= El ay lz En} A YT Zait) 
el) = ayy, — 2,1), 
于 是 再 注意 用 平稳 性 有 
Ee(l) =o}, Yn>1, (5.1. 40) 
Efe (D |2usty100} = 0a.s., Wn Sl, (5.1.41) 
Taster = PLease) + ei, Wabi, (5.1.42) 
由 (5.1.41) 式 有 
of = Elan, — Tl + DP 
= E[l Enisa) + ei) — zl + DF 
= Ee, (U) + EAEri stave) — Zl + DT 
+ 2B en. OP Enpi stn) — BHD]. (5.1.43) 
类 似 于 (5. 1.38) 式 的 推导 ,并 注意 使 用 (5. 1. 41) 和 (5.1. 42) 式 可 得 
Een OP (ter En) — E+ DJ=0, (5.1.44) 
从 而 联合 (5.1.40)、(5.1.43) 和 (5. 1. 44) 三 式 有 
o, >of. (5.1.45) 


结合 (5. 1. 39) ALCS. 1. 45) PAR EET o pi 2 HT AE BE. 这 一 特征 


与 线性 序列 情况 相同 . 


但 是 在 非 线性 情况 下 ,由 于 预报 误差 的 条 件 方差 不 一 定 是 常数 , 换 句 


话说 , 即 条 件 方差 


EX (reg, 一 EDP tutes yet} = SFT sty) 


一 般 是 (zz,-…) 的 函数 .因此 ,它们 不 一 定 满足 (5. 1. 45 R 
性 . 这 就 表现 出 非 线性 与 线性 序列 在 预报 方面 的 又 一 差异 . 下 面 的 例子 说 
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明了 这 种 现象 是 存在 的 . 
例 5.1.2 考虑 如 下 双 线 性 模型 
= (5. 1. 46) 
其 中 {e,} 是 正 态 白 噪声 序列 ,s~N(0,1), 且 |a| 过 1. 由 $4.4 的 讨论 知 ， 
模型 (5. 1. 46) 有 唯一 平稳 解 . 又 易 见 


T(= 已 {zorilzoyz is…)} 


= (ax, 十 DE{ér lz 2-100} = 0. 


于 是 当 /之 1 时 ， 
E= Elyse lees Tenis} 
= EXEL ay 41 \ Lae 1sEutin29 et) Lavage} 
=0. 


由 上 式 和 Ee? =1 可 得 
SEQ) = E{[z, — EaD]? | Errat) 
= EX xpi |Xq ray 91} 
= E{ lazi- +1) Èp] Lar ta-19 ee} 
= E{E{(ar+i + 1) | testa 
Taras} [Lav terete} 
= Si( 一 1) +1. (5.1.47) 
由 (5. 1.47) 式 可 得 
S2(1)= (az, + 1), 
Si(2)= e (az, + 1) 十 1. 
以 上 两 式 表明 , 当 (az, 十 1)?>1/(1 一 民 ) 时 ， 
S3(2) < Si). (5. 1.48) 
另外 ,利用 模型 (5. 1. 46) 不 难 验证 ,其 平稳 解 的 分 布 不 是 有 界 分 布 ,从 而 
(ax, +1)? >1/C -PERR R. 这 说 明 (5. 1. 48) 式 的 不 等 式 以 正 概 
率 成 立 . 
上 述 非 线 性 序列 的 多 步 预 报 误差 的 条 件 方差 的 特征 虽然 比 线性 序列 
的 情况 复杂 些 ,但 却 更 合理 地 描述 了 许多 客观 现象 . 不 少 客观 存在 的 时 间 
序列 ,其 预报 误差 的 条 件 方差 是 序列 历史 值 的 函数 . 在 某 些 情况 下 ,可 能 
出 现 类 似 于 (5. 1. 48) 式 的 现象 , 即 预报 步 数 增加 ,但 预报 误差 的 条 件 方差 
反而 减少 . 这 一 现象 无 疑 是 人 们 提出 并 重视 ARCH 模型 的 原因 之 一 . 
除 本 节 所 论 及 的 线性 与 非 线 性 序列 预报 的 相同 与 相 异 的 特征 之 外 ， 
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还 有 一 些 更 为 细致 的 差异 ,将 在 以 后 各 节 中 加 以 介绍 . 
§5.2 可 加 噪声 NLAR 模型 的 预报 


本 节 主 要 讨论 形 如 (5. 1.7) 式 的 可 加 噪声 NLAR 模型 的 预报 问题 . 
为 了 表达 方便 , 仍 使 用 (4. 2. 29) 式 的 一 阶 高 维 模型 形式 , 即 
X, = E (x 1) + eu. (5. 2.1) 
在 讨论 预报 问题 时 ,总 假定 (5. 2. 1) 式 有 唯一 平稳 解 , 且 9 的 形式 和 的 
分 布 已 知 . 在 应 用 中 ,它们 是 可 以 通过 估计 得 到 的 ,或 者 是 假定 的 ,这 里 不 
加 区 别 . 
当 模型 (5. 2. 1) 为 LAR 模型 时 ,模型 (5. 2. 1) 的 ! 步 预 报 由 (5. 1. 23) 
式 确定 . (5. 1. 23) 式 还 表明 了 对 LAR 模型 的 ! 步 预 报 ,不 需要 使 用 & 的 
具体 分 布 也 能 获得 . 换言之 ,zx,(L) 可 通过 (5. 1. 24) 和 (5. 1. 25) 式 中 的 系 
数 和 矩阵 和 历史 值 (z,,x,_1,… ,zx,_。+1) 而 唯一 确定 . 
当 模型 (5. 2. 1) 为 NLAR 模型 时 , 它 的 一 步 预报 为 
XL) = E{9 (x,) + Eu |X Xn- 90t} 
一 9 (x.) + UE {En} lr Xs ott} 
= 9 (x,). 5. 2. 2) 
其 两 步 预报 为 
和 (2) 一 Efrat lx ki} 
= Et{9 (xi) + Ent X,Y rete} 
= Ele (9 (x,) + Enu) 


F Ensol | Xn Xn 10t) 


= Et9 (9 (x,) + eiu) |x,}. (5. 2. 3) 
若 避 =a, 记 9 (a)=b, 则 (5.2.3) 式 为 ” 
x,(2) = Ep (b + eriu). (5.2.4) 


(5. 2. 4) 式 中 求 均值 是 相对 于 e+ 的 分 布 而 言 的 ,所 以 确定 两 步 预 报 
(2) 的 值 不 仅 需要 用 到 函数 9 和 x,=a 的 值 ,还 要 用 到 & 的 分 布 . 这 与 
线性 情况 不 同 . 由 (5. 2. 3) 和 (5. 2. 4) 的 推导 方法 不 难得 到 
x,()= E{x,.:|x. = a} 
= EX (p (p (9 (a) + & 418) 
+ sza)…) + Ese) }. (5.2.5) 
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上 式 中 均值 是 用 eiten 1 的 联合 分 布 计算 的 . BR entio OnE 
相互 独立 的 随机 变量 ,但 计算 (5. 2. 5) 式 仍 是 比较 复杂 的 . 所 以 计算 多 步 
预报 误差 的 方差 和 条 件 方差 更 加 困难 . 一 般 说 来 是 没有 明显 公式 的 . 不 
过 ,一 步 预报 却 很 特殊 ,由 (5. 2. 1) 和 (5. 2. 2) 两 式 可 知 ,一 步 预 报 误差 为 
es+t, 从 而 其 方差 和 条 件 方差 相同 , 即 

EX (aes) — 6) Ete. — DT E} 


= Ee, uu" |x} = oun’, 
FH x, A x, (DA ERR ERA 
Elza — ADP tee tens ott? Zap) 
= EG. lr steps} = O. (5. 2. 6) 


在 实际 应 用 中 ,计算 z,(L) > DAT. RR RIB A. 具体 地 
说 ,在 已 知 函数 9 、 向 量 x,=a 以 及 & 的 分 布 时 ,用 蒙特 卡 洛 方法 产生 具 
有 & 的 分 布 的 独立 的 伪 随 机 数 1,e,，… ,en，, 并 计算 如 下 平均 值 : 


(D = De (a + ew), (5.2.7) 


基于 熟知 的 大 数 定律 ,有 

(2) ~ 如 (2)， 4 N —> 00, 
在 实际 应 用 中 ,可 取 N 为 适当 大 的 正 整数 ,以 xv《(2) 作 为 x.(2) 的 近似 . 
类 似 地 ,可 以 求 x,(1) 的 近似 值 ,例如 


3,03) = b>) De (pa + au) + ew), (5.2.8) 
ol jel 


RP ee sew 和 ei，… ,en 为 两 组 相互 独立 的 、 同 分 布 的 伪 随 机 数列 , 且 
都 与 6 有 相同 的 分 布 . 

如 果 模型 (5. 2. 1) 中 的 9 已 知 ,但 是 & 的 分 布 未 知 , 当 有 足够 多 的 历 
史 观 测 数据 , 即 xy says ees ,x, 已 知 时 , 则 利用 已 知 的 9 函数 、 模 型 (5. 2. 1) 
和 数据 xi ，,…,x,, 可 计算 出 

Eu = X, — 9 x) (k= 1,2,..,n). (5. 2.9) 

由 模型 (5. 2. 1) 的 定义 知 , 上 述 序列 su 是 独立 同 分 布 的 ,从 而 可 用 eu 代 
替 (5. 2.7) 式 中 的 伪 随机 数列 ,所 得 到 的 xw(2) 同 样 是 x,(3) 的 较 好 的 近 
似 . 为 了 计算 x.(3) 的 近似 值 ,可 以 使 用 统计 中 的 重 抽样 方法 . 例如 从 
(5. 2.9) 式 中 的 n 个 值 按 1/N 等 概率 进行 随机 抽样 , 先 抽取 N 个 6&1，…， 
ev, 再 独立 地 抽取 6，… ,en, 以 它们 代入 (5. 2. 8) 式 , 便 可 得 到 x,(3) 的 近 
似 值 . 
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为 了 克服 NLAR 模型 多 步 预报 计算 的 困难 ， 以 及 回避 使 用 c 的 具体 
分 布 , 还 有 另外 一 些 近 似 预报 的 方法 . 

第 一 种 多 步 预 报 近似 方法 ,是 在 5. 1 中 所 介绍 的 用 LAR 模型 近似 
NLAR 模型 (5. 2. 1) 的 预报 方法 . 具体 地 说 ,在 给 定 (5. 2. 1) 式 中 的 fle, 
的 分 布 时 ,从 理论 上 讲 , 平 稳 解 {x,} 的 概率 分 布 就 给 定 了 .于 是 用 
(5. 1. 29) 式 可 求 出 近似 LAR 模型 的 自 回归 系数 向 量 ,再 用 LAR 模型 的 
4 步 预 报 公式 (5. 1. 25), 便 可 获得 {x} 的 / 步 预 报 . 它们 可 作为 x.(1) 的 近 
似 预 报 ,暂时 将 这 一 预报 记 为 已 (4)， 

第 二 种 多 步 预 报 近似 方法 “, 是 直接 使 用 线性 最 小 方差 准则 求 如 下 
的 极 小 解 ,不 妨 记 为 z), Bp 


Ela, — 2D) = inf Efx, -De ame (5.2.10) 


不 难看 出 ， E NEN 所 以 由 
(5. 2. 10) 式 可 知 


E(x, — BOY ZE(r, — TA). (5.2.11) 
由 (5.1. 25) 式 知 , 当 模 型 (5. 2. 1) 为 LAR(z) 模 型 时 ， 
nM =n) =n, (5. 2. 12) 


从 而 (5. 2. 11) 式 中 等 式 成 立 . 当 模 型 (5. 2. 1) 为 NLAR 模型 时 ,(5. 2.11) 
式 中 等 式 是 否 还 成 立 ? 回答 是 :(5. 2. 11) 式 中 等 式 不 一 定 成 立 . 
例 5.2.1 考虑 如 下 NLAR(1) 模 型 
z= sin T,- + £s (5. 2. 13) 
Rp e) A MRF PB sc, 的 分 布 有 处 处 为 正 的 密度 , 且 满 足 
g(— r) = g(a) = of |r|"), Irl— oo. (5. 2. 14) 
由 例 4. 3. 1 知 , 模 型 (5. 2. 13) 为 几何 遍历 的 .由 (5.2.13) 和 (5.2. 14) 式 知 ， 
模型 (5. 2. 13) 的 平稳 解 具 有 有 穷 的 二 阶 矩 . 下 面 先 求 模型 (5. 2. 13) 的 预 
报 .由 (5.2.2) 式 有 
Tu(1) = sinz,, 
o = Er —27,0)}? = Bey, = 0. 
注意 到 e 的 密度 g 是 对 称 的 , 故 有 Esine =0. 再 由 (5. 2.4) 式 有 
a, (2)= E{sinz,.,|2,} 
= E{sin(sinz, + €,+1)} 


aO 北方 法 是 芝加哥 大 学 刁 锦 豆 教授 在- 一 次 讨论 班 上 提出 的 . 
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= E{sinsinz,cose,,, 十 cossinz, sine,.,} 
= (sinsinz,)Ecose,,,5 
o= Elz,., — 2,(2)}? 
= Elsin(sinz, + €41) + es+z 
— (sinsinz,)Ecose,_,}* 
= @ + E(sin sinz,)*(cose,,, 一 Ecose,)? 
+ E(cossinz,sine,,;)? 


+ 2E(sinsinz, + cossinz,) 


X E(cose,,, 一 Ecose, )sine,,,. (5. 2. 15) 
注意 到 
2E(cose,,, — Ecose, )sine,,,= 2Ecose,, sing, +) 
= Esin2e,,, 
=0, 


由 (5.2.15) 式 便 有 
o= @ + E(sinsinz, )*[Ecos’e,,, — (Ecose,)’] 
+ E(cossinz,)’Esin’e,,,. 
现在 考虑 对 模型 (5. 2. 13) 使 用 第 一 种 近似 预报 方法 . 由 (5. 1. 29) 式 
可 得 
A= (Ex) (ExT) 
_ _E(a,sinz,) 
~ E(sin®z,) + oo’ 
于 是 由 (5.1.25) 式 ,有 
£2) = En. (5. 2. 16) 
由 第 二 种 近似 预报 方法 可 得 
Za(2) 一 czzwy (5. 2.17) 
FER cp = (Ex) ' 尼 (zazo). 不 难 验证 
Ex2.,== Ex = E(sin’z,) + 0, 
E(2,.22,) = E(2,sinsinz,) (Ecoss). (5. 2. 18) 
记 & 的 特征 函数 为 (4), 由 (5.2.14) 式 有 


pA) = f. (cosàt + isindt) g(t)dt. 


= | zeosxs (Dd 
o 
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= E(cosàe,). 
WA=1.4 
Ecose, = ¢,(1). 
另 一 方面 , 若 {z} 是 模型 (5. 2. 13) 的 平稳 解 , 则 {一 z,} 必 是 
— zx, =sin(— z_,) k 
的 平稳 解 . 由 于 s 与 一 6 同 分 布 , 故 zx, 与 一 zx, 同 分 布 , 即 模型 (5. 2. 13) 的 
不 变 分 布 是 对 称 的 . 
利用 上 述 事实 ,不 难 从 满足 (5. 2. 14) 式 的 密度 中 找到 满足 如 下 条 件 
的 
Ez,sinz, #0, Ecose, 一 办 (1) = 0. (5. 2.19) 
由 此 式 和 (5. 2. 16)~ (5. 2. 18) 诸 式 有 
£2) = Gz, 天 0， 
(2) = 2, = 0, 
Ex,427, = 0. 
进而 又 有 
E(t, 一 并 (2)} 一 El tus, — Ara}? 
= Ex?,, + HEr? 一 2GEx,242 
= Erl, + Ex? > Erè, 
= E{a,,. — 2.(2)}*. 
此 例 说 明 ,在 某 些 时 候 第 二 种 近似 方法 的 确 比 第 一 种 近似 方法 好 . 当 
然 , 它 不 比 条 件 期 望 预报 方法 好 . 对 比 这 些 方法 的 优 劣 ,在 实际 应 用 中 有 
重要 意义 .将 真实 数据 序列 看 作 时 间 序 列 时 ,很 少 满足 什么 严格 的 AR 模 
型 .所 谓 假 定 模型 或 者 估计 模型 ,都 是 对 真实 序列 的 一 种 近似 描述 . 换 言 
之 ,真实 ”的 模型 即使 存在 的 话 , 也 是 非常 复杂 的 ,而 使 用 模型 ,总 是 要 适 
当地 简化 . 因此 它们 之 间 总 有 一 定 的 出 入 . 在 考虑 预报 方法 时 ,应 当 使 这 
种 假定 模型 的 出 入 的 影响 尽 可 能 小 . 这 也 就 是 统计 学 中 的 稳健 统计 的 想 
法 . 在 这 里 不 深入 讨论 这 一 概念 , 仅 举 一 例 说 明之 . 
例 5.2.2 考虑 平稳 序列 
T=6 十 62 (5. 2. 20) 
式 中 {e } 为 正 态 白 噪 声 序 列 ,es 一 N(0,o2). 显然 ,(5.2. 20) 式 中 的 {x,) 为 
平稳 序列 . 假如 我 们 不 知道 它 满足 模型 (5. 2. 20) ,而 认定 它 满足 ARO) 
模型 . 换言之 ,认定 的 模型 与 真实 的 模型 有 出 入 . 此 时 ,容易 看 出 
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Erir = 0, 
Erz: = P £0. 
于 是 使 用 前 述 的 两 种 不 同 的 近似 预报 方法 ,其 结果 是 


五 (2) = 0， 
àg 二 _ 1 
ZX.(2) = En 77 Qt 


由 此 可 得 E(x... — 2,(2))?= Ext,, = 20°, 


ne i 2 
Elza = EDP= Efe +e — 38 — Fea) 


= 02 le la 
rR rR 


= Za Ez — 2,02). 


上 式 表明 ,即使 在 线性 情况 下 , 当 实际 使 用 的 模型 失真 时 ,(5. 2. 11) 式 也 
是 成 立 的 ,而 且 严格 不 等 式 也 可 能 成 立 ， 

总 之 ,在 考虑 用 线性 方法 作 近 似 预报 时 ,应 首先 考虑 使 用 第 二 种 近似 
方法 . 无 论 对 线性 序列 ,还 是 对 非 线 性 序列 , 它 都 不 比 第 一 种 近似 方法 差 . 
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考虑 随机 条 件 方差 NLAR 模型 (4. 2. 24), 其 相应 的 一 阶 高 维 模型 为 
X, = E (xX,-1) + eS(x uy (5.3.1) 
SL RP FF (e) EE p 和 S 如 定理 4. 2. 18 或 定理 4. 2. 21 的 假定 ,这 
样 ,{x,} 是 几何 遍历 的 ,从 而 有 唯一 的 平稳 解 . 
类 似 于 (5. 2. 2) 和 (5. 2. 6) 的 推导 方法 ,可 得 到 
Xl) = 9 (ts (5. 3. 2) 
EX (x00. — XC1) Eir — CT xn) 
= Efe, S? (x, uu’ |x,} 
= S’ (x, uu’, (5. 3.3) 
再 由 (5. 3. 3) 式 ,有 
Etx — 4D) Jone — CDT} 
EXE{(x,.) — 4.) Eee: — 2D T xn} } 
= (ES? (x,) Juu". (5. 3.4) 
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由 (5. 3.3) 和 (5. 3.4) 两 式 可 知 ,模型 (5. 3. 1) 的 一 步 预报 误差 的 条 件 方差 
不 为 常数 ,从 而 也 不 等 于 一 步 预报 误差 的 无 条 件 方差 . 
模型 (5. 3. 1) 的 多 步 预报 比 8$ 5. 2 的 模型 (5. 2. 1) 更 复杂 . 例如 模型 
(5. 3. 1) 的 两 步 预报 为 
&,(2)= E{x,.2|x,) 
= EQ (x+1) + Ents eee U |X} 
= Elp (x,4,)|x,} 
+ E{E{e, 2S (Xr DU [Kner Xn) ln) 


= Elo (9 (xn) + EnS Cen) |x.}. (5.3.5) 
# x, =a, WAS. 3. DRI 
x, (2) = E{p (9 (a) 十 eriS(a)z)). (5. 3. 6) 


当 预 报 步 数 /之 2 时 ,预报 的 表达 式 更 加 复杂 ,这 里 不 再 逐一 写 出 了 . 
在 考虑 模型 (5. 3. 1) 的 预报 时 , 同 § 5. 2 一 样 ,总 是 假定 模型 (5. 3. 1) 
中 的 函数 AS 以 及 & 的 分 布 为 已 知 的 . 即使 如 此 ,(5. 3. 6) 式 的 x, (2) 
仍 是 难于 计算 的 .§ 5. 2 所 讨论 的 蒙特 卡 洛 方法 不 难 推广 到 (5. 3. 6) 式 的 
情形 ， 
至 于 § 5. 2 中 提 到 的 两 种 线性 近似 预报 方法 ,对 于 模型 (5. 3. 1) 仍 适 
用 . 由 于 8$ 5. 2 中 比较 两 种 方法 的 讨论 对 一 般 平稳 序列 都 适用 ,所 以 
(5, 2. 11) 式 还 成 立 . AERAR. 仅 讨 论 以 下 例子 : 
例 5.3.1 考虑 如 下 非 线性 模型 
X= aX, + & (Bo + BiZ), (5.3.7) 
KP lal<1, 0<7<1, fe) 为 正 态 白 噪声 序列 ,6 一 N(0,1), 27 = |x|?” 
20,80, A, >0. 由 定理 4. 2. 18 知 ,模型 (5. 3. 7) 是 几何 遍历 的 . 又 由 定 
理 4.5.4 知 ,模型 (5. 3.7) 具 有 有 穷 的 任意 阶 矩 . 对 模型 (5. 3. 7) 的 预报 有 
如 下 结果 : 
Zz,(1) = az,, 
E{ (aye, — 201)? lay} = Eles Co + Biz?) len) 
= Bo + Br”, f 
2(2)= El Taiha) 
= Elaxys, + eta(Bo + Birr)? |z,} 
= az,(1) = ËT, 


实际 上 BS 
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@ = ES lT), Sla) = (Bo + Biz?) 
易 见 ,{e,} 是 平稳 著 差 序列 , 即 
El{elz 17 2 } = E{e, |z} = 0. 
从 而 (5. 3.7) 式 具有 形式 
T= AL, +e, (5. 3. 8) 
按照 8 5. 1 中 关于 LAR 模型 预报 的 叙述 知 ,模型 (5. 3. 8) 的 多 步 预 报 满 
足 
zl) = az, (l 一 1) = = ar, (一 1,2,…)， (5.3.9) 
以 上 预报 的 误差 为 : 
Enyi — ZnCl) = aL ayy, — Tnall — 1)] + enpi- 
利用 {e} 的 黄 差 性 质 ,可 知 预报 误差 的 条 件 方差 满足 
E(x — 20D Flan} = E Ltr — a — DF lx} 
+ Ef{eslzr,). (5. 3.10) 


ic 
E= El an — ZL) Fae} 
8,(L) = Efex} 
由 (5. 3. 10) 式 有 
al) = aa 一 1) 十 8) (=1,2,%). 
注意 到 o2(0)==0, 由 上 式 可 得 
U) = 8,(0) + ed 1) + H aa). (5.3.11) 
再 令 
b= Ela — ay, 
a= Ee,, 
= E{EG 4, lz) 
= E(B, + Biz?) 
= By + B\Ex?. 
由 于 模型 (5. 3. 7) 有 唯一 平稳 解 , 故 上 式 中 诸 量 都 与 无关. eh fe) hy 
WEER G. 3. 10) 得 
o = do, + 0, (5. 3. 12) 
从 而 有 
oF = of + aba} + ve + a ?of 


1-a 
ot (5. 3. 13) 
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由 (5. 3. 13) 式 可 知 ,! 步 预报 误差 的 无 条 件 方差 是 随 : 增加 而 增加 的 . 但 
是 ,其 条 件 方差 不 一 定 随 ! 增加 而 增加 . 这 一 特征 对 非 线 性 序列 的 预报 均 
适用 ,并 且 在 § 5. 1 中 已 论证 过 . 对 于 具体 的 模型 (5. 3. 7) 而 言 ,可 用 线性 
差分 方程 (5. 3. 9) 和 (5. 3. 13) 式 分 别 以 递 推 方式 计算 前 ! 步 预报 和 预报 
误差 的 无 条 件 方差. 
以 上 的 讨论 还 可 以 推广 到 如 下 的 模型 , 即 
一 AX, 十 aam + AT, p 

+ (Bo + By + + Bea?) s (5. 3.14) 
其 中 自 回归 系数 a=(a，,… ,a,)' 满足 条 件 (1. 2. 5) 式 ,0<7Y<1,， Bod, 
B20 (i 二 1,2,…,qg),{&) 为 正 态 白 噪声 序列 ,s ~N(0,1). 由 定理 
4. 2. 18 知 ,模型 (5. 3. 14) 是 几何 遍历 的 ,从 而 有 唯一 的 平稳 解 . 记 


e, 一 6(p + Ria? + + Bay)? (5. 3.15) 
则 {e,} 是 平稳 蒜 差 序列 . 从 而 (5. 3. 14) 式 又 可 写 为 
Li = G1 Fo + ar, 十 er (5. 3. 16) 
按照 LAR 模型 的 ! 步 预报 的 求法 ,得 
ZA) = az 一 1) 十 … 十 aozv (op) = 1,25), 
(5. 3.17) 
而 且 
(1) 一 E{zon |En Tp} 
= Efax, tar pny F enti Last Lanett} 
= ay 十 … 十 apap tT Elesri [Tern Top+t} 
一 I, 十 … 十 Ty p41 
+ ELE (ey 41 | tu Lui ott) Enot Tn- 
= az, 十 … + ApEn- 
= E {zpi |En 2ni} 
类 似 地 有 
TAL) = E{zat Tr Ta pi)} 
= 无 (zo+d|ToyTo ttt} 
但 是 


S(T Toi) 
= Efesi |En Tris) 


= Elts — 4) Plates} 


+ 184+ 第 5 章 非 线性 时 间 序 列 的 预报 


= Efe, (Bo + Bia? 十 … 十 zs)lzoozo ie) 
= Bo + Bix? +o + Bere sar 
= E{esr]z, r Zn- 
(5. 3.18) 
(5. 3. 18) 式 表明 了 除非 p> qs BMW, ERA RAY S:(zv,z,-，…) 不 是 
(rast Ta-p+1) 的 函数 . 这 也 是 预报 LAR(p) 模 型 与 结构 LAR(p) 模 型 的 
不 同 之 处 . 
关于 模型 (5. 3. 14) 的 预报 误差 方差 ,可 借助 于 预报 LAR(p) 模 型 
《5. 3. 16) 进 行 讨论 . EF BREF Al 步 预报 误差 具有 类 似 于 (5. 1. 32) 
式 的 形式 , 即 


Lert — Zl) = ee j 
AH eW PERERA (5. 3. 15) 式 ,可 得 
o= Elan — 2, OP = A 


- 


z (Ze) + B Ea? 十 … + B Ex?) 


= {a+ (Sa) es) Sie 
但 是 ,关于 e+ 二 z+ 一 z,(1) 的 条 件 方差 ,一 般 不 易 得 到 比较 简明 的 结 
BR. 当然 ,对 于 p 取 较 小 的 值 时 ,例如 p==2 或 p==3 时 , 仍 可 直接 导出 o) 
的 递 推 公式 .这 里 从 略 . 
在 时 间 序 列 预 报 中 ,还 应 当 考虑 区 间 预 报 . 由 于 非 线 性 序列 的 预报 比 
较 复杂 ,其 预报 误差 的 分 布 更 复杂 ,所 以 其 区 间 预 报 也 就 更 困难 . 只 有 在 
比较 特殊 的 情况 下 ,才能 容易 地 给 出 区 间 预 报 . 例如 对 § 5. 2 中 可 加 噪声 
NLAR 模型 (5. 1. 5) 的 一 步 预报 的 区 间 估 计 问题 ,由 于 此 时 一 步 预报 的 
误差 为 44, 在 & 的 分 布 给 定时 ,给 出 z+ 的 区 间 估 计 一 一 区 间 预 报 ,与 
线性 序列 的 区 间 预 报 没有 区 别 . 另 一 种 特殊 情况 是 本 节 例 5. 3. 1 及 其 推广 
情形 . 为 了 方便 于 讨论 区 间 估 计 , 特 别 假定 {s } 为 标准 正 态 白 噪声 序列 ， 
首先 讨论 例 5. 3. 1 的 一 步 区 间 预 报 问 题 . 此 时 ,一 步 预报 的 误差 为 
Cntr = Enpi (Bo 十 Dr (5. 3.19) 


ia) 


Wi ELE Ay + Brak, 十 … + APD] 
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注意 到 e+ 一 N(C0,0)，es+i 的 条 件 分 布 为 NO, Bothar A 
e+ilz. ~ N(0,pPo + Piz’). (5. 3. 20) 
以 置信 水 平 a=0. 01 为 例 , 由 
已 (je S 1.968 + Bix?) |x.) 一 0.01 
Al Tye) = ar + Cyst 
可 知 ,区 间 预 报 为 
(ax, — 1. 96( + Axi”), ax, + 1. 96(p, + B,27)""), 
即 未 来 值 cn FE PE VA EK BDAY FES H99%~ 
由 (5. 3,7) 和 (5. 3. DARA 
I,(2) = az,, 
Inge = ALn 十 Entlo + Bro) 
= wx, + aen (Bo + Pz?) 
+ enst Bo + Bilar, + Enti Bo + Axi yey}. 
由 上 式 可 知 ,两 步 预报 的 误差 为 
Zts— Fa(2) = aen; (Bo + Bix?” 
+ et2{Bo + Blaz, + ensi Bo + Bray?" }. (5. 3.21) 
虽然 假定 {e } 为 标准 正 态 白 噪 声 序列 ,但 两 步 预 报 的 误差 (5. 3. 21) 式 的 
分 布 仍 是 很 复杂 的 . 由 此 可 以 想象 ,对 于 比 (5. 3. 7) 更 复杂 的 模型 (5. 3. 
14) ,要 解决 其 多 步 预 报 的 区 间 估 计 问 题 , 只 能 借助 于 各 种 近似 方法 . 这些 
还 有 待 进一步 研究 ， 

最 后 我 们 指出 ,对 于 随机 条 件 方差 模型 ,其 预报 误差 的 条 件 方差 是 随 
机 的 . 由 此 可 知 ,其 区 间 预 报 的 区 间 长 度 也 是 随机 的 . 正如 (5. 3. 20) 式 所 
表示 的 ,这 一 事实 告诉 我 们 ,在 某 些 条 件 下 ,对 未 来 的 预报 可 能 较 粗糙 ;而 
在 另 一 些 条 件 下 , 则 可 能 较 精确 ,这 在 实际 应 用 中 是 很 有 意义 的 . 
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在 线性 时 间 序 列 预报 中 ,平稳 可 逆 LARMA 模型 的 预报 理论 和 方法 
被 研究 得 较 多 ,应 用 也 非常 广泛 . 在 平稳 可 逆 LARMA 序列 {z'} 的 预报 
中 ,可 逆 性 条 件 保证 了 (1. 2. 11) 式 成 立 ,从 而 有 如 下 的 重要 事实 : 

Fi = Oat Cn) = Fi = (tn), (5.4.1) 
式 中 oC, t<n) HAR rtn) ERHI AR. 06 tS) BRUNE 
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X. (5. 4. 1) 式 在 讨论 LARMA (p,q) 模 型 (1. 2.4) 的 预报 时 起 着 重要 作 
用 . 利用 (5. 4.1) 和 (1.2.11) 两 式 可 得 到 如 下 模型 : 
Lari = QT, 十 … 十 arzo-po+i 十 Ents 
— O18, — 99° — Ori (5. 4. 2) 
的 一 步 预 报 
TAL) Hazy tee Hay ce pri hEn Enga (5.4.3) 
SOF eye eo BR AER AR EM RATA Ens Eai o ee 
(1. 2.11) 式 计算 ,至 少 在 理论 上 是 如 此 . 进一步 还 可 给 出 / 步 预报 ,以 及 
预报 误差 的 方差 (与 条 件 方差 相等 ). 这 些 都 是 线性 时 间 序 列 分 析 中 熟知 
的 内 容 ( 如 见 文 献 [125]). 
但 是 对 非 线性 ARMA 模型 ,如 在 8 4. 6 中 所 述 , 具 有 可 逆 性 的 模型 
并 不 多 ,而 且 也 很 难 验 证 其 可 逆 性 . 因此 ,一 般 说 来 ,(5. 4. 1) 式 对 非 线性 
ARMA 序列 并 不 成 立 . 这 给 非 线 性 ARMA 模型 的 预报 带 来 了 比 以 前 两 
节 更 多 的 困难 . 例如 ,考虑 如 下 的 NLARMA(1,1) 模 型 


T, = PMG) 十 6， (5.4.4) 
其 一 步 预 报 为 
(1) 一 El hla En) 十 Enpi |terten9 0} 
= El Gla, En) |In Tr) (5. 4.5) 


在 (5.4.5) 式 中 ,虽然 二 元 函数 y 已 知 ,历史 值 zv,z,-,,… 已 知 ,但 是 由 于 
e, 是 不 可 直接 量 测 的 ,又 不 知 BEF. 可 测 的 ,所 以 (5.4. 5) 式 中 
%(zwve') 的 条 件 期 望 是 很 难 有 简单 表达 式 的 ,除非 模型 (5. 4. 4) 具 有 可 逆 
性 , 即 & 为 史 ; 可 测 的 . 


现在 讨论 如 下 的 双 线性 模型 : 
工 一 Daz, + Sas. i 
j=l an = 
+ Sites + &. (5. 4.6) 


在 适当 的 条 件 下 ( 见 $ 4. 6) ,模型 (5. 4. 6) ESPERO ERIH 
WAT. 模型 (5. 4. 6) 的 特例 的 可 北 性 在 $4. 6 中 已 有 讨论 . 下 面 讨论 在 平 
稳 可 逆 时 ,模型 (5. 4. 6) 的 预报 问题 . 由 (5. 4.1) 和 (5. 4. 6) 可 知 ,一 步 预 报 
为 


TeV) = E{zon|z.s £st} 
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r n 
= Dazn + Dbe 
T a 


r e 
HO Bite rbei ye (5.4.7) 


iat gel 


类 伏地 ,两 步 预报 为 
2A2= 42,01) + Saree) + Sees 
j=2 j=2 


P Q 
十 DDB tant Ents 
所 各 


Q 
+ DB Den; 
rari 
十 By Es Supine | Luv Tur ote} 


e . r 
= (a, + X Bitni) zd) + Data 
yr? j=2 


P Q 
+ Sens + > > Burn 2 一 Eno+2-) 
j=? 


十 BuE{xarier (Tr Ent) (5.4. 8) 
H (5.4. ORW c= nt 1 HELE HL PA e1 PER RIERA, 
EX xn E41 |LavTn—- ote} 


, ‘ 
= EL ates + Deer 
ro 


+ ih eee 十 Enti Engi Lnr Zar 907} 
= Eley |Tarterete} 
= Egy, 
=o, (5.4.9) 
将 (5.4.9) 式 代入 (5.4.8) 式 可 得 z,(2). 对 于 更 多 步 的 预报 x, (2) th BY ik 
上 述 方法 求 得 ,这 里 从 略 . 

在 上 述 讨 论 中 ,假定 了 模型 (5. 4. 6) 具 有 可 道 性 , 却 没有 给 出 。 用 怎 
PEAY Coy sate ,…) 的 函数 表达 出 来 . 实际 上 ,这 也 是 很 难 给 出 的 . 在 应 用 
中 ,在 模型 可 逆 的 前 提 下 ,se ,es,…,e, 可 用 如 下 递 推 方法 近似 求 出 , 即 由 
(5. 4. 6) 式 可 得 
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b LAN 
g=- Dy 一 Ze 
m m 


Fe a. 
= D Dte C= 12nd, (5.410) 


i=1 j=1 


式 中 的 初始 值 core-it En Marie re 可 用 零 值 代替 ， 其 中 
m=max(q,Q),l=max(p,P). 当 n 较 大 时 ,e,,e，,,… 等 的 值 与 真 值 近似 
得 较 好 . 这 种 近似 方法 是 仿效 了 LARMA 模型 预报 方法 . 最 后 讨论 一 个 
简单 双 线 性 模型 . 
例 5.4.1 考虑 如 下 双 线 性 模型 : 

T, = an, + BEE- F E (5.4.11) 
式 中 {e }) 为 正 态 白 噪 声 序 列 ,s 一 N(0,o), 且 到 十 Bo 一 1. 在 此 条 件 下 ， 
由 $4.4 和 $4.5 中 的 讨论 知 ,模型 (5.4. 11) 有 平稳 解 , 且 平 稳 解 具有 有 穷 
的 二 阶 矩 .由 (5.4. 11) 式 ,有 


€= (T, 一 az 1) 十 pz ie-: 


= (zi 一 az -1) + Pri(xs — 22-3) 


+ BP, 2-4 


= (2, — aa) + SB ew — atu) 
£ 


x Ti (5. 4. 12) 
于 是 模型 (5. 4. 11 ) 的 一 步 预报 为 
Ze(1)z 一 已 (zi|zovzo ie) 
= ax, + Brze 
= (a + fe, Ins 
两 步 预报 为 
252) = Earl zyzo -ly 
= ar,(1) + Bz,.(1)e, 
= (a + Be,)z,(1). 
= (a + pe.) (a + pe)zo. 
它们 的 误差 的 条 件 方差 分 别 为 
E(x — aC) F ante i920} 
= Ele. |Te5te-1 907} 
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+ 189 + 
= Ee.) 
= 
E4 [xsi — IAD] zx, ie 
= E{ (a + Re,’ Eii + Ekpe lear Ti} 
= (a + pe, Y) + 0, 
由 以 上 两 式 可 见 ,对 双 线 性 模型 (5. 4. 11) ,其 一 步 预报 误差 的 条 件 方差 是 


常数 ,但 两 步 预 报 误差 的 条 件 方差 则 是 ©, 的 函数 ,而 又 可 用 (5. 4. 12) 
式 表 成 rz,-,… 的 函数 ， 


时 间 序 列 的 线性 性 检验 


根据 观测 数据 序列 ,判断 其 是 否 为 某 一 线性 时 间 序 列 的 样本 序列 , 属 
于 时 间 序 列 统计 分 析 中 的 线性 性 检验 问题 . 这 在 时 间 序列 分 析 中 具有 重 
要 意义 . 本 章 将 介绍 时 间 序 列 分 析 中 线性 性 检验 问题 的 分 类 和 某 些 检验 
方法 ,以 及 在 非 线性 时 间 序 列 分 析 中 的 作用 . 


$6.1 检验 的 分 类 


线性 时 间 序 列 的 结构 理论 及 模型 估计 和 预报 方法 , 比 非 线 性 时 间 序 
列 要 简便 得 多 . 因此 ,在 分 析 真实 数据 序列 之 前 ,首先 应 当 检 验 它 们 是 否 
为 线性 序列 的 样本 . 确切 地 说 ,检验 它们 的 非 线性 是 否 显著 . 如 果 不 显著 ， 
则 说 明 这 些 数据 是 线性 序列 的 样本 ,或 者 可 近似 地 看 作 是 线性 序列 的 样 
本 . 于 是 应 当 按 线性 时 间 序 列 分 析 的 理论 与 方法 分 析 该 数据 序列 如 果 不 
进行 线性 性 检验 ,而 盲目 地 按 非 线性 时 间 序列 分 析 的 理论 与 方法 去 分 析 
真实 数据 序列 ,当真 实数 据 序列 确 为 (或 者 近似 为 ) 线 性 序列 时 , 则 会 事 倍 
功 半 , 得 不 偿 失 . 这 不 仅 由 于 非 线性 时 间 序列 分 析 的 计算 量 很 大 ,而 且 其 
统计 分 析 的 精度 也 不 如 线性 情况 好 . 所 以 说 ,除非 在 统计 分 析 真实 数据 序 
列 之 前 已 经 知道 该 序列 为 线性 序列 ,或 者 为 非 线性 序列 ,一 般 应 当先 进行 
线性 性 检验 . 

为 了 讨论 时 间 序 列 的 线性 性 检验 问题 ,首先 需要 明确 “线性 性 ”的 含 
义 . 如 像 前 几 章 中 所 介绍 的 ,平稳 序列 有 预报 线性 性 和 结构 线性 性 两 种 . 
我 们 曾 以 模型 (5. 1. 13) 为 例 来 说 明了 两 者 不 是 相同 的 概念 .于 是 ,时 间 序 
列 的 线性 性 检验 就 要 分 为 预报 线性 性 与 结构 线性 性 两 种 检验 问题 . 我 们 
仍 以 模型 (5. 1. 13) 为 例 来 说 明 两 种 检验 的 区 别 . 

考虑 非 线性 模型 (5. 1. 13), 即 

E 


I ais 


Ti 
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并 且 p 之 1. 按照 $5. 1 的 分 析 知 ,上 述 序列 满足 预报 LAR(0) 模 型 , 即 
Ti = Às 

Aie) ERREN. 如 果 一 种 检验 预报 线性 性 的 方法 具有 相 容 性 , 当 
样本 长 度 ” 趋 于 无 穷 大 时 , 则 判断 上 述 {z:} 为 预报 线性 序列 的 概率 趋 于 
1. 但 是 ,一 种 检验 结构 线性 性 的 方法 ,如 果 也 具有 相 容 性 , 当 样 本 长 度 
趋 于 无 穷 大 时 , 则 判断 上 述 {z,} 为 结构 线性 序列 的 概率 趋 于 零 . 

为 了 进一步 阐明 上 述 两 种 检验 的 区 别 , 再 考虑 如 下 的 较 特 殊 的 假设 
检验 问题 , 即 根据 样本 x,,… ,xz,, 检 验 如 下 的 对 立 假设 : 

Ho: (z) oN F i) HR LAR Cp) FH 


Ly = AT, He + yp + Gy (6.1.2) 
其 中 系数 a= (a,,…,a,)" 满足 条 件 (1. 2. DR; 
Hy: {x,} 不 是 (6.1.2) RAMH LAR) 序列 . (6.1.3) 


TER» Ho 成 立 的 充分 必要 条 件 是 :(6. 1. 2) 式 中 的 {e.} 为 平稳 靳 差 序 列 . 
当 模 型 (6. 1.2) 的 阶 数 和 系数 已 知 时 ,由 样本 序列 xz, ,…,z, 可 得 到 {e,} 的 
样本 序列 epites 于 是 上 述 的 假设 (6. 1.2) 和 (6.1. 3) 就 等 价 于 下 面 
的 假设 : 
Ho reper yt sen 为 平稳 黄 差 序列 的 样本 ; (6.1.4) 
HH RK. (6.1.5) 
如 果 在 上 述 假设 检验 问题 中 ,将 检验 预报 LAR 模型 改 为 检验 结构 LAR 
模型 ,根据 类 似 的 理由 ,我 们 得 到 等 价 的 检验 问题 是 : 
Ho reps sen, 为 白 曲 声 序列 的 样本 ; (6.1.6) 
H: H, 不 真 . (6.1.7) 
现在 分 别 考虑 上 述 两 种 不 同 的 问题 . 首先 讨论 预报 线性 性 检验 问题 ， 
仍 沿用 第 5 章 的 记号 , 记 
AL) = 忆 {zohilzoz 一 9 (tates), (6.1.8) 
称 {z'} 为 预报 线性 的 ,如 果 (6. 1. 8) 中 的 p (zu,z,-i,…) 满 足 
BED) = Êf appi | Lrs Enit} = P Garters. (6.1.9) 
在 讨论 预报 线性 性 检验 时 ,我 们 面临 的 第 一 个 问题 是 : (6. 1. 9) 中 的 函数 
9 可 能 是 无 穷 多 元 的 函数 ,而 真实 数据 总 是 有 限 的 . 为 解决 这 一 矛盾 ,我 
们 先 考虑 (6. 1.9) 式 中 的 9 为 有 穷 多 元 函数 ,例如 p 元 函数 p (x, 
Inpa) 在 实际 应 用 中 ,p 可 以 取 适 当 大 ,或 者 用 文献 中 的 ATC 准则 ( 见 
文献 [8]) 估 计 p 的 值 . 此 估计 值 可 以 随 ”的 增 大 而 增 大 ,从 而 可 视 为 对 
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无 穷 多 元 函数 9 的 逼近 . 当 限 定 p 值 有 穷 时 ,并 且 已 给 定 或 者 被 估计 出 来 
时 , 便 将 预报 线性 性 检验 问题 转化 为 (6. 1. 2) 和 (6. 1. 3) 的 检验 问题 .此 
时 ,我 们 又 面临 第 二 个 问题 , 即 在 (6. 1. 2) 式 中 系数 是 未 知 的 . 为 了 解决 这 
一 问题 ,可 以 根据 样本 zj ore HIG. 1. 2) 式 中 的 未 知 参数 a, 从 而 得 
到 a, 其 估计 方法 可 用 LARMA 模型 统计 分 析 中 熟知 的 方法 (如 见 文献 
[125].[20] 和 [133]). 于 是 可 得 到 
CEG — Oe a Sp ee) 
(6. 1. 10) 
这 些 e, 可 作为 (6. 1. DRP er 的 估计 值 . 这 时 ,我 们 面临 的 第 三 个 问题 
是 :要 检验 对 立 假设 (6. 1. 2) 和 (6. 1. 3) 等 价 于 检验 对 立 假设 (6. 1. 4) 和 
(6. 1. 5) ,其 中 需 检验 e 是 否 为 平稳 鞭 差 序列 ,而 我 们 只 有 eiren 为 
解决 这 一 矛盾 ,可 借助 理论 分 析 ,在 适当 的 条 件 下 ,检验 EG APR 
差 与 检验 e 是 等 价 的 . 
解决 上 述 问题 是 检验 预报 线性 性 所 使 用 的 重要 近似 手段 . 当然 ,也 有 
使 用 其 他 近似 方法 的 ,例如 假定 e 为 白 噪声 或 为 正 态 白 噪声 . 但 是 使 用 
这 些 假定 , 便 会 将 检验 预报 线性 性 改 为 检验 结构 线性 性 ,从 而 混淆 了 两 种 
不 同 的 概念 . 
与 预报 线性 性 检验 相 类 似 ,为 解决 结构 线性 性 检验 ,也 必须 采用 同样 
的 近似 手段 .如 第 5 章 所 述 ,迄今 为 止 ,对 于 结构 线性 模型 和 线性 序列 的 
定义 尚 无 定式 ,再 加 上 对 结构 模型 的 检验 将 会 导致 对 e 为 白 噪声 序列 的 
检验 ,这 些 都 造成 解决 如 下 对 立 假设 检验 问题 的 困难 , 即 
Ho FFA ARE ; (6.1.11) 
H: Ho RÄ. (6.1.12) 
在 文献 中 ,也 未 见 到 讨论 上 述 检验 问题 的 论述 . 代替 上 述 的 完全 对 立 假设 
检验 问题 ,以 H 为 某 个 指定 的 非 线性 序列 ,如 指定 为 双 线性 型 的 非 线 性 
序列 .更 具体 些 ,可 将 H, 限定 为 某 个 参数 型 的 非 线性 模型 ,如 


= Žan + D Dha j H E (6.1.13) 
于 是 ,对 (6. 1. LAER RL ETAR, 
Hy:By=0 G=Lyerary f= lars) (6.1.14) 
Hy: D 18,|#0. (6.1.15) 
在 文献 中 ,除了 以 上 的 结构 线性 性 检验 的 近似 方法 以 外 ,还 有 用 高 阶 
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谱 方法 . 利用 线性 序列 的 高 阶 谱 特 有 的 性 质 建立 检验 方法 . 毫 无 疑问 ,也 
需要 采用 适当 的 近似 手段 ,这 里 不 详 述 了 . 


§ 6.2 Kolmogorov-Smirnov 检验 方法 


在 这 一 节 里 ,我 们 讨论 预报 LAR(p) 模 型 的 检验 问题 ,并 假定 阶 数 p 
是 已 知 的 . 在 实际 应 用 中 , 阶 数 p 往往 是 未 知 的 ,这 可 用 § 6. 1 中 提 到 的 
AIC 准则 进行 估计 ,并 以 估计 值 代替 未 知 的 p 值 . 在 理论 分 析 中 , 当 阶 数 
户 被 估计 值 代替 时 ,或 者 p 为 无 穷 时 ,而 以 适当 大 的 p 值 作 近 似 ,将 会 遇 
到 许多 困难 或 较 深 的 研究 课题 . 本 书 不 打算 涉及 太 多 太 烦 琐 的 数学 内 容 ， 
所 以 仅 限于 介绍 阶 数 已 知 的 AR(p) 模 型 的 线性 性 检验 问题 . 

考虑 平稳 时 间 序 列 {zx,) ,其 一 步 预 报 仅 与 前 p 个 值 有 关 , 即 


El{z|z oT a.)}= E{z NT Ts) 
= 9 (Linis Lip). 
= 9 (4-1), (6. 2. 1) 
HP a= Gust tp p 为 某 个 pp 元 可 测 函 数 . 记 
e = Li — P (Dap Tip) s 
则 有 
Ti = P (Eroi Tp) E ery (6. 2. 2) 
其 中 {e,} 为 平稳 鞭 差 序列 , 即 
Efe, |£- 1 7s} = 0, a.s.. (6.2.3) 


所 谓 模 型 (6. 2. 2) 的 线性 性 检验 问题 ,就 是 检验 函数 是否 为 线性 函数 ， 
或 者 说 ,检验 p 的 非 线性 性 是 否 显 著 . 当 9 为 线性 函数 时 ,(6. 2. 2) 式 为 
Li = Ay F ar + 二 apr-s +e (6. 2. 4) 

上 述 的 检验 问题 可 以 表述 为 如 下 的 对 立 假设 检验 问题 

Ho:9 是 线性 的 ; 

Hy :9 不 是 线性 的 . 

在 文献 中 已 有 许多 文章 讨论 这 一 检验 问题 . 其 方法 可 分 为 三 类 :一 类 
是 近似 的 参数 化 检验 方法 ,也 就 是 说 ,用 某 一 类 指定 的 有 限 参 数 型 的 非 线 
性 函数 类 代替 上 述 的 H, 假设 (如 见 文献 [75].[100]). 第 二 类 是 非 参数 
化 方法 , 即 直接 检验 上 述 的 完全 对 立 的 假设 检验 问题 . 它 是 基于 对 模型 
(6. 2. 2) 中 未 知 函数 9 的 非 参 数 估计 ,以 及 对 线性 模型 (6. 2.4) 的 拟 合 ( 见 
文献 [66]). 第 三 类 只 是 基于 线性 预报 新 息 序列 分 析 的 方法 . 此 方法 也 是 
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检验 完全 对 立 的 假设 检验 问题 ,不 过 它 是 基于 对 线性 模型 (6. 2. 4) 的 拟 合 
残 差 分 析 ( 见 文献 [5] 和 [118]). 

在 上 述 各 类 检验 方法 中 ,尤其 是 第 二 类 的 非 参 数 化 方法 , 当 模型 
(6. 2.2) 中 的 阶 数 p 较 大 时 ,可 能 会 遇 到 统计 学 中 的 “ 维 数 灾难 ”问题 . 在 
此 ,我 们 简要 地 叙述 “ 维 数 灾难 "一 词 的 含义 . 这 一 术语 是 在 研究 高 维 数据 
分 析 中 提出 来 的 . 例如 在 高 维 非 线性 回归 分 析 中 就 有 此 “灾难 性 ”的 困难 . 
简单 地 说 ,对 于 非 线性 非 参 数 化 的 回归 模型 

w= G(X) +e, (t= lesn), (6. 2.5) 

RP a = (zu,…,zm)", 无 论 采用 何 种 非 参数 化 方法 估计 未 知 函数 9 ,本 
质 上 都 是 基于 p 函数 在 各 点 的 邻 域 加 权 平均 .为 了 说 明 “ 维 数 灾难 ”现象 ， 
不 妨 说 满足 (6. 2. 5) 式 的 x，，…,x, 是 p 维 单位 立方 体 中 的 均匀 样本 . 要 
估计 9 在 x 点 的 值 p (x) ,计算 落 入 以 x 为 中 心 的 . 边 长 为 6 的 p 维 立方 
体内 的 x 的 平均 值 g(x) ,以 Cx) 作为 p(x) 的 估计 . 例如 当 p= 1 n= 
1000 时 ,只 要 取 8 适当 小 ,例如 取 93= 1/100, 假 定 9 足够 光滑 , 则 9 在 
《x 一 1/200,z 十 1/200) 内 可 近似 为 常数 . 由 于 假定 xz,,… ,zx, 均匀 散布 在 
(0, 了 D 内 ,从 而 在 (x 一 1/200,z 十 1/200) 中 大 约 有 nX 守 5 一 10 个 数据 . 按 
照 上 述 同样 的 考虑 , 当 p 较 大 时 ,例如 p= 二 10, 那 么 , 边 长 为 1/100 的 10 
维 立方 体 的 体积 只 有 (1/100)". 车 个 数据 均匀 散布 在 边 长 为 1 的 10 维 
立方 体 中 , 则 落 在 以 x 为 中 心 , 边 长 为 1/100 的 10 维 立方 体 中 的 数据 大 
约 有 | 5g) Xn=n*10” 个 .车 要 保证 其 中 的 数据 不 少 于 10 个 , 则 数 
据 个 数 要 大 于 102 个 . 这 一 过 分 的 要 求 , 源 于 p 维 邻 域 的 体积 与 邻 域 半径 
的 次 方 成 正比 . 对 于 较 大 的 p 而 言 ,用 邻 域 加 权 平 均 的 想法 解决 非 参 
数 回归 分 析 遇 到 了 难以 克服 的 难题 . 这 就 被 称 为 “ 维 数 灾难 ”. 这 一 现象 在 
非 线性 自 回 归 分 析 中 同样 存在 . 所 以 说 ,建立 在 对 模型 (6. 2. 2) 中 函数 9 
进行 非 参 数 估计 基础 上 的 检验 ,必然 会 遇 到 “ 维 数 灾难 ”问题 . 这 一 问题 在 
本 书 第 7 章 中 还 将 提 到 . 

现在 简要 讨论 检验 (6. 2. 2) 式 中 9 的 线性 性 的 三 类 方法 的 优 缺点 :在 
第 一 类 方法 中 ,当真 函数 p 属于 被 指定 的 非 线性 函数 类 时 ,其 检验 功效 较 
好 ;当真 函数 p 不 属于 指定 的 函数 类 时 ,其 功效 较 差 ,甚至 于 很 差 . 或 者 
说 ,此 方法 不 具有 相 容 性 . 另外 , 当 p 较 大 时 ,其 计算 量 将 增加 ,但 是 不 涉 
及 “ 维 数 灾难 ”问题 . 第 二 类 方法 不 限定 p 的 具体 函数 类 . 所 以 ,在 适当 条 
件 下 检验 具有 相 容 性 . 但 是 ,由 于 使 用 了 非 参 数 自 回归 估计 方法 ,从 而 遇 
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到 了 “ 维 数 灾难 ”问题 . 换言之 ,此 类 方法 只 适用 于 较 低 阶 p 的 情况 . 在 第 
三 类 方法 中 ,也 不 限定 p 的 类 型 ,因此 在 适当 条 件 下 ,可 望 得 到 检验 的 相 
容 性 质 . 但 是 在 此 类 方法 中 ,有 的 方法 一 一 本 节 要 介绍 的 Kolmogorov- 
Smirnov 检验 方法 ,虽然 未 涉及 非 参数 自 回归 估计 问题 ,但 仍 遇 到 “ 维 数 
灾难 ”的 麻烦 . 而 在 下 一 节 中 介绍 的 混合 型 检验 方法 既 不 涉及 非 参 数 估 
计 , 也 没有 “ 维 数 灾难 ”的 麻烦 . 但 是 ,此 方法 以 及 第 三 类 的 其 他 方法 ,一 般 
说 来 其 功效 较 差 . 特别 是 当 对 o 的 类 型 有 确切 了 解 时 ,应 当 采 用 第 一 类 检 
验方 法 . 

下 面 叙 述 Kolmogorov-Smirnov 检验 (以 下 简称 K-S 检验 ) 方 法 的 基 
本 原理 . 

对 平稳 序列 {z,} ,考虑 一 步 最 佳 线性 预报 , 即 求 如 下 的 最 小 解 问题 


了 — Bo — Byrnes — + — Bpi)? 
= Elz, — A — ATi — 1 Pptp. (6. 2. 6) 
ic 
= T — A — AT — pr (6. 2.7) 


ERr) BH LAR (Cp) EAE, 总 是 满足 (6. 2. 6) 式 的 p 阶 线性 最 小 方 
差 预 报 的 误差 . 当 {z,} 的 确 满足 (6. 2. 4) 式 的 LAR 模型 时 , 则 
Elz, — By — Birr) — e — Byt- 
= Ele, + a + ati + + a,x, 
— Bo — Biri — e — Bpi}? 
= Ee} + 2E{ (œ — Bo) + (a — Bay + 
+ (a, — Bx, he 
+ E{ (a) — Bo) + (a, — Bay + e 
+ (a, — Bx}? 
= Ee? + E{(a, — By) + (a — Bay + 
+ (a, — Bp) Ep}? 
> Ee. 
在 上 式 中 利用 了 {e} 满 足 (6. 2. 3) 式 的 性 质 . 易 见 ,上 式 中 等 号 成 立 的 条 
件 是 a 二 B，(i 一 0,1,…,p). RAS 4 (a) HE. 2. 4) 式 的 线性 模型 
时 ,其 系数 恰好 是 (6. 2. 6) 式 最 佳 线性 预报 的 系数 解 , 即 8=w (i 二 0,1， 
sop). 从 而 由 (6. 2. 7) 式 定义 的 名 满足 


& =e, 
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ED &, 为 满足 (6. 2. 3) 式 的 鞭 差 序列 . 
如 果 {z,} 满 足 NLAR 模型 (6. 2. 2) , 仍 设 pp,P，… ,9 为 满足 (6. 2.6) 
式 的 解 . 此 时 由 (6. 2.7) 式 定义 的 名 不 再 满足 (6. 2. 3) 式 . 因为 如 果 6 满 
足 (6.2.3) 式 , 则 有 
0 一 无 { 和 ze 


E(x, — A — Atii 一 一 oz 
= Ele, + P (Eiis Zip) 
— — AZ — et — GTi p lB 19 ip} 
= P (Tiir Tip) —  — NT — e — pT 
此 即 
P CTii Zip) = A EAT H E Tepe 
从 而 表明 9 是 线性 的 ,这 与 上 述 前 提 相 矛盾 ! 


综合 以 上 两 方面 的 分 析 知 ,9 为 线性 的 充分 必要 条 件 是 :由 (6. 2.6) 
和 (6. 2.7) 式 定义 的 {& } 为 蒜 差 序列 , 即 满足 (6. 2. DR. 进一步 ,由 概率 
测度 积分 的 知识 知 ,6 满足 (6. 2. 3) 式 的 充分 必要 条 件 是 
E&I x 1<s)=0, YsER’, (6. 2.8) 
RP x= Cars Eip) s SH (Si 9 ttt Sp)" 
Wx, <s) = Tae, <5) TR (6. 2.9) 
BR, (6. 2. 8) 式 等 价 于 
sup | BET, <s)| = 0. (6. 2. 10) 
KEZ, (r) ME LAR 模型 (6. 2. 4) 式 的 充分 必要 条 件 是 (6. 2. 10) 式 成 
立 ， 
重新 审查 上 述 的 推理 分 析 还 可 发 现 :为 确定 (6. 2.10) 式 中 的 名 ,需要 
知道 (6. 2.7) 式 中 的 pW,9，…,9, 而 由 (6. 2. 6) 式 确定 这 些 系数 时 ,需要 
知道 (z,,…,z,_，) 的 联合 分 布 . 我 们 的 目的 是 检验 {z,} 满 足 LAR 模型 
(6. 2.4) 还 是 满足 NLAR 模型 (6. 2. 2) ,当然 不 会 知道 (zx，…zr-o) 的 联 
合 分 布 . 所 以 说 上 述 的 推理 只 是 解决 检验 问题 的 理论 基础 . 为 了 得 到 可 以 
使 用 的 检验 方法 ,还 需要 引入 以 下 的 具体 步骤 ,主要 包括 :完成 满足 (6. 2. 
6) 式 的 线性 拟 合 ; 求 出 拟 合 残 差 ;寻找 基于 (6. 2. 10) 式 的 检验 统计 量 ;并 
寻找 该 统计 量 的 渐 近 分 布 ;从 而 解决 (6. 2. 2) 式 的 线性 性 检验 问题 . 下 面 
以 p= 二 1 为 例 ,叙述 具体 计算 的 内 容 和 步 又 . 
第 一 步 : 利 用 样本 zx,,…,z,, 求 解 一 阶 自 回 归 系 数 的 最 小 二 乘 估计 ， 
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即 求解 如 下 极 小 值 问题 : 
inf ae — By — Bra)? 


= 3G =4< hear. 
t=2 


计算 拟 合 残 差 
È =r A AT- (tf = 2,3, en) 
和 拟 合 残 差 方 差 
pees 15e. 
第 二 步 : 取 mm,= [nylogm], 其 中 [z] 表 示 取 d 的 整数 部 分 . 计算 
S,(a) = iG Dec, Zaj (6.2.11) 
S, = sup |S, (a) |. (6. 2.12) 


第 三 步 :给 出 S, 的 渐 近 分 布 . 由 于 这 要 涉及 较 繁 琐 的 数学 论证 ,在 此 
我 们 只 介绍 其 结果 ,有 兴趣 的 读者 可 查阅 文献 [5]. 
B z 的 分 布 为 PCz), 利 用 正 的 单调 性 可 得 到 


So) 一 rang Lg DEM) < Fl) 


Se < F(a)) 


va 
A Mm(F(a)), 
HP wo) SFC). 4 F 连续 时 ,wu, 为 (0,1) 上 均匀 分 布 . 令 b=F(a)€ 
[0,1], 于 是 当 Hy 成 立时 ,有 


S, = sup|S,(a)| = sup| 7.6) | — œ, a.S.. (6. 2. 13) 
4 Ho 成 立时 ,有 
7.(6)>W b), (6. 2.14) 
HPS” RREA W (6) 为 [0,1] 上 的 标准 布朗 运动 ,从 而 
S. = sup|7.(6)| 5q = Sup IWO), (6. 2. 15) 


其 中 “他” 表示 依 分 布 收敛 .随机 变量 7 的 分 布 在 文献 中 已 给 出 ( 见 文献 
[5]). 
第 四 步 :对 给 定 的 置信 水 平 8, 求 出 Ws, 使 得 
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PA>Wp = RB. (6. 2. 16) 
4 (6.2. 15) 式 中 的 S, >We 时 , 则 拒绝 Ho MUAA p 非 线性 显著 . 

4 p> 1 Yt HE ERRED AAAA ERE, EE BR 
述 第 三 步 . 此 时 (6. 2. 13) 式 中 的 S。(a) 为 向 量 e= (a,,…,a,)" 的 函数 , 即 


S.(a) 一 一 5 Duce <a) 


a 


sal Sirc, <a) ee Map <a,) 
a 


m!’ 
a, Sue, 1<F(a,)) + 


EG») < F(a,)) 


he SEM <b) e e ny < bp) 
My © OH 


TSS 
Sag Dy eI u <b) 


AC), (6. 2.17) 
H P ay = Cuist ep b= (by bp) b= Fai) (i=1,.…,p). 当 
n>n}, E H, 成 立时 ,(6. 2.13) 式 仍 成 立 . (6. 2. 14) 式 也 可 推广 到 记 >>1 
的 情况 . 但 是 (6. 2. 14) 式 右边 的 W(b) 是 多 指标 布朗 运动 ,而 且 它 的 分 布 
结构 与 e 的 分 布 有 关 . 这 与 如 = 1 的 情况 有 实质 性 差别 . 在 p=1 BY, (6. 
2. 14) 式 右 端 的 W (5b) 为 标准 布朗 运动 , 它 的 分 布 结构 与 e 的 分 布 无 关 . 
在 统计 学 中 , 称 7.(6) 的 极限 分 布 独立 于 e 的 分 布 . 在 p> 1 时 ,7.(5) 的 极 
限 分 布依 赖 于 e 的 分 布 . 这 种 差别 导致 了 无 法 给 出 (6. 2. 15) 式 的 极限 分 
布 .况且 从 概率 论 的 基础 知识 来 看 ,即使 (6. 2. 14) 式 中 的 WOH p 指标 
的 标准 布朗 运动 , 当 n 一 oo 时 ， 其 极 什 
sS. = ee Im) ssuP cy IW(b)| =7. (6.2.18) 
但 是 7 的 分 布 也 未 被 研究 者 所 获得 . 只 是 在 p= 1 时 ,7 的 分 布 才 有 可 以 
利用 的 结果 . 
为 了 使 用 K-S 检验 方法 解决 >1 时 的 线性 性 检验 问题 ,我 们 介绍 
如 下 的 近似 方法 : 
第 一 步 : 利 用 样本 roer RE p 阶 自 回归 模型 的 最 小 二 乘 估计 ， 
即 求 如 下 极 小 值 解 : 
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inf 5 {z — Bo — BiZi- — — Brt- 


Baby Pp e 
= J (n A ere pr (6.2.19) 
Pare 
计算 拟 合 残 差 
& =z A 一 Az 一 Tp (t=p+1,,n), 
(6. 2.20) 
和 拟 合 残 差 方差 
1 Sn 
ë = &. (6. 2.21) 
n- re 


第 二 步 : 取 m,=[n/logn }, +H 


1 be 
Sa) = mit atl ae <a) 


1 < 
= mite tl Fe) < F(a)) 


人 加 (Fa))， (6. 2. 22) 

Su 一 sup |7.(6)|, (6. 2. 23) 
octet 

S = max {Sm stt Sap}. (6. 2. 24) 


第 三 步 :与 p=1 时 的 第 四 步 相同 ,从 略 . 

以 上 的 方法 只 是 检验 (6. 2. 2) 线 性 性 的 一 种 近似 检验 方法 . 此 时 
(6. 2. 15) 式 对 每 个 加 成 立 , 即 

San (= 1,%,p). 

但 是 当 (6. 2.2) 式 中 的 9 为 非 线 性 时 ,S, 并 不 满足 (6. 2. 13) 式 . 况且 即使 
在 H, 成 立时 ,S， 的 渐 近 分 布 也 是 很 复杂 的 . 所 以 上 述 方法 仅 是 一 种 近 
似 . 

在 此 顺便 指出 ,根据 上 述 构造 K-S 检验 统计 量 的 基本 原理 ,可 以 设 
计 检 验 (3. 3. 1) 式 中 的 条 件 方差 S 是 否 为 常数 的 方法 ,从 而 决定 是 否 需 
要 使 用 8$ 3. 3 中 的 随机 条 件 方差 模型 , 详 见 文献 [24]. 


§ 6.3 混合 型 检验 方法 


本 节 要 介绍 的 方法 , 仍 是 为 解决 检验 模型 (6. 2. 2) 式 是 否 为 线性 模型 
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的 问题 . 与 前 一 节 的 方法 一 样 ,这 也 是 一 种 非 参数 型 的 完全 对 立 的 假设 检 
验 ,而 且 也 是 基于 线性 模型 (6. 2. 4) 的 拟 合 残 差 的 统计 运算 . 与 K-S 检验 
方法 的 不 同 之 处 是 :本 节 的 方法 不 是 用 单一 类 型 的 检验 统计 量 ,而 是 基于 
两 种 不 同类 型 的 统计 量 之 和 进行 检验 . 因此 ,这 一 检验 方法 称 为 混合 型 检 
验方 法 . 它 是 从 非 线性 回归 检验 引申 而 来 的 ( 见 文献 [118]). 
现在 介绍 混合 型 方法 的 理论 依据 ,首先 由 8 6. 2 的 讨论 知 , H 成 立 
的 充分 必要 条 件 是 (6. 2. 10) 式 成 立 . 但 是 基于 这 一 特征 所 建立 的 K-S 检 
验 统计 量 5,( 见 (6. 2.17), (6. 2. 18) 式 ) , 当 pl? 时 ,其 渐 近 分 布 与 e 的 
分 布 有 关 , 且 不 知 其 具体 关系 ,而 且 当 户 较 大 时 ,计算 S, 时 还 会 遇 到 “ 维 
数 灾难 ”的 问题 . 这 些 困 难 使 得 我 们 不 能 把 前 一 节 的 检验 方法 有 效 地 推广 
到 户 >1 的 情况 . 
现在 注意 (6. 2. 10) 式 成 立 , 当 且 仅 当 对 任何 非 负 权 函数 
fizera <a) } W, (a)da = 0 (6. 3.1) 
成 立 .利用 这 一 特征 ,将 (6. 3.1) 式 中 的 BET Cx, <a) AN C6. 2.11) 式 中 的 
S.(a) 代 蔡 , 则 可 得 到 一 个 统计 量 
v, = c.f (S.(@)}*W, (ada, (6. 3.2) 
Rp cn Ai 4 ERY ROW, 为 适当 选取 的 核 函数 . 计算 (6. 3. 2) 式 
中 的 w 可 用 积分 近似 算法 . 虽然 其 计算 量 会 随 阶 数 p 增加 而 加 大 ,但 是 
不 同 于 “ 维 数 灾难 ”那样 的 困难 . 根据 (6. 3. 1) 式 ,适当 地 选取 常数 列 ,可 
使 得 在 H, 成 立时 ， 
v,—~+00, 当 n 一 oo 时 ， (6.3.3) 
式 中 “>” 表 示 依 概率 收敛 . 不 过 , 却 无 法 选择 c, 和 W;, 使 得 在 H 成立 
时 给 出 w 的 渐 近 分 布 . 因此 ,我 们 将 从 拟 合 优 度 的 角度 出 发 构造 另 一 个 
统计 量 . 
er MRE ey sen 的 如 下 加 权 和 的 平方 ,使 得 
cj >) Wa DF Lt, 
其 中 冶 是 自由 度 为 1 的 卡 方 随机 变量 ,c ?为 适当 选取 的 常数 ,Wo 为 适当 
选取 的 核 函数 . 上 式 意味 着 适当 选取 c 和 Wi, 可 使 随机 变量 
Ce Wn )eWi(x,_1) 之 和 的 平方 以 疗 为 其 渐 近 分 布 .为 了 得 到 检验 统计 
量 , 将 上 式 中 的 不 可 观测 的 e 用 (6. 2. 20) 式 中 的 名 代替 , 则 得 到 
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u, = sf Ziwan). 
在 Ho 成 立时 , IEH e 的 观测 . 在 不 太 强 的 条 件 下 ,上 式 中 的 ww 仍 
以 难为 其 渐 近 分 布 , 即 


(6. 3.4) 


u, > 2. (6.3.5) 
将 以 上 两 类 不 同类 型 的 统计 量 相 加 , 即 
Ie = ty + ee (6.3.6) 


得 到 一 个 混合 型 的 检验 统计 量 . 由 于 u 和 w 都 是 非 负 的 ,根据 上 面 叙述 
的 (6.3.3) 式 , 当 已 ,成 立时 ,有 

lima, = ce 〈 依 概率 成 立 )、 (6.3.7) 
在 构造 本 节 的 混合 型 检验 方法 时 ,其 中 还 有 关键 的 一 步 是 :在 构造 w 时 ， 
BER Ho ROL. A 

lime, = 0 〈 依 概率 成 立 ). 
此 时 联合 (6. 3.5) 和 (6. 3. 6) 两 式 , 当 Ho REIH A 


n ti. (6. 3. 8) 

由 (6. 3.7) 和 (6. 3. 8) 式 即 知 ,7, 是 所 要 的 混合 型 检验 统计 基 . 

混合 型 检验 的 具体 检验 步骤 如 下 : 

第 一 步 :利用 K-S 检验 方法 的 第 一 步 ,计算 LAR(p) 模 型 拟 合 的 残 
HE MRE o. 

第 二 步 : 计 算 以 下 诸 是: 

z= FD 
iD DD ALLL 


= 1 «~ 
W= Sy Wiis tes 


其 中 
W(x)= (90 Ss! 一 ea Meany a, 
i 3 


P= Piae Ea = (Kars Ta)". 


=D Wrest) — Ms 


spt 


<a i 第 6 章 “时间 序列 的 线性 性 检验 


Fat Se Wan) Wi) 


i 
= {ó 十 MI 'Y,}, 


EW) (ay pert Ts) f 
=a | 


第 三 步 :适当 选 定 g(s1), 记 
A 


Wis) = [Teer 一 e win g), 


imi 
计算 
v= afiso Ww ds, 
其 中 
c, = n/log logn, n > 27, 
Ss) = e Sia <s), 


1 
36° 
注意 ,计算 w 时 不 必用 积分 计算 ,而 用 如 下 公式 计算 : 


v= 2 5 gé, fra, ,<sS)TCOx < s)W:(s)ds 


n p+ 


= tate AS ATLETET TEDI 


Apt 


= 


其 中 
px, 1) 


Ix < S) (x, <s)W2(s)ds 


i 
= 


P: 
= [fre < saja < s) 


en) tas, 


而 且 
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(2e 1e! 一 ea )ds 


[oer — gem, 当 c 委 0; 


\s —2e* + so 4e>0. 
第 四 步 :利用 文献 [7] 中 已 证 明 的 (6. 3.7) 和 (6. 3. 8) 式 ,对 置信 水 平 
B, 由 xi SPA AT AEH Xo 的 值 ,使 得 
POR > Xa) = P. 
4 p= u toD X 时 ,拒绝 线性 性 假设 Ho. 


§6.4 其 他 非 参数 型 检验 方法 


一 、 双 谱 方法 
考虑 如 下 的 平稳 线性 序列 : 
z= Paes D lal <, (6.4.1) 


其 中 (6) 为 白 噪声 序列 , 且 Ke, =0, E=, Eef<oo, 由 第 1 章 的 讨论 
知 {xz} 的 谱 密 度 为 


2x , 
lca 2 
= on Dee a 
=F haw)", (6.4.2) 
其 中 + = Ex 2-25 
alw) = See We (6.4.3) 


rj 


(xs) = BY EE —— B00 BE 
fwd) = TD Sh 


j= 


= oaa w — a. (6.4.4) 


Hy (6. 4. 2)~ (6. 4. 4) CFT Hl 
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| faw, à) |? 
[Fi OA A”F Ce + A] 
cila(w) |? |a) | |a(w + A) |? 
2no*|a(w)|*|a(A) |? |a(w + A) |? 


2no** 

在 上 式 中 , 当 Ee 二 0 时 ,cs 二 0. 例如 {e)} 为 正 态 白 噪声 序列 时 即 是 如 此 . 

在 非 线性 平稳 序列 情况 下 , 仍 可 用 (6. 4. 2) 和 (6. 4. 4) 式 的 前 半 部 分 
EN S\(w) Al fewa). HBT Si (oA felo A ARES (6. 4. 3) 式 的 函数 a 
有 联系 . 从 而 由 (6. 4. 5) 式 定义 的 函数 之 比 不 再 恒 取 常数 . 依 此 事实 ,Sub- 
ba Rao 和 Gabr(1980)( 见 文献 [98]) 提 出 双 谱 检验 方法 ,以 检验 平稳 序 
列 的 线性 性 . 其 检验 步骤 如 下 : 

第 一 步 : 计 算 7, 和 7 的 样本 值 

N= 上 上 > zn) 


n 


= 


(一 0, 1 光一 1)， 


(6. 4.5) 


A= 1 > (x, — Za) (Qi — Ta) (Xij — Kad 


p= max(k,j) (一 1, 2 一 1). 
第 二 步 :计算 
R= t D he, 


ht 


人 ,ed 
Fw, D= Ta, D be Wp ere 


注意 ,在 上 式 中 当 maxes j) Sn 时 , 取 广 , 一 0， 
第 三 步 :选用 适当 的 谱 窗 方法 ( 见 文献 [19]), 将 光滑 的 六 Co) 和 
Fo DATA F, w), faloa). 
第 四 步 : 计 算 如 下 统计 量 : 
a IŽ, Co o) |? 
E E RODT D a + Dl 
其 中 双重 求 和 的 足 标 o 和 w 分 别 取 遍 


5, 
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ww, = oak (k = 0,1, +57). 


当 {z'} 为 线性 序列 时 ,S, 渐 近 于 x 分 布 . 于 是 根据 给 定 的 置信 水 平 可 求 
出 否定 域 , 这 里 从 略 . 

上 述 检验 方法 ,只 涉及 了 平稳 序列 的 三 阶 矩 的 结构 特征 ,所 以 它 不 是 
相 容 的 . 除 此 以 外 ,上 述 方法 对 第 三 步 中 的 谱 窗 的 选择 较 敏感 ,在 样本 不 
太 大 时 尤其 如 此 . 虽然 Hinich ( 见 文献 [65]) 对 上 述 方法 做 了 改进 ,但 是 
仍然 不 具有 相 容 性 . 


二 、 高 阶 和 矩 检 验 
考虑 平稳 序列 {zx,) ,用 以 下 记号 表示 其 自 相 关 函 数 
P(x)= E(x, — Ez) (zs — Er)/E(z,— Ex): (6.4.6) 
(kR=0, + lye), 
若 {z)} 满 足 某 个 平稳 可 逆 的 LARMA(p,q) 模 型 , 即 
Le = ATi pr ste — AE) — 0+ — hes, (6.4.7) 
式 中 {6) 为 白 噪声 序列 ,满足 (3. 2. 2) 式 ,并 且 Ee:< co. 于 是 ,类 似 于 
(6. 4. 6) 式 的 记 法 ,exe) 必 满足 


ple) = 0, k #0. (6. 4. 8) 
由 于 {et} 也 是 相互 独立 同 分 布 的 ,从 而 有 
ple’) = 0, k #0. (6. 4. 9) 


根据 上 述 事 实 ,Maravall、Mcleod 和 Li( 见 文献 [76] 和 [79]) 引 进 了 如 下 
的 检验 线性 性 的 方法 ,其 步骤 如 下 : 

第 一 步 :根据 样本 res WME LARMA (p,q) BUH (6. 4. 7). 具体 
方法 可 见 文献 [20]、[125J、[133] 中 所 述 . 得 到 拟 合 残 差 G50, RP 
和 的 值 , 即 


Le 
= ao 
第 二 步 :计算 
hE)= DDE- -aE S- e 
(k = lsm). 
第 三 步 :计算 


_ n(n — 2) >, 
= DAE. 
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当 {z) 为 线性 序列 时 ,上 述 Q, 的 分 布 渐 近 于 汉 , 其 中 m 为 适当 选取 的 正 
整数 .根据 这 一 事实 ,对 给 定 的 置信 水 平 ,可 给 出 否定 域 ,这 里 从 上 略 ， 

以 上 方法 是 高 阶 矩 方法 的 一 种 . 在 实际 使 用 中 , 阶 数 p 和 9g 是 未 知 
的 ,可 用 AIC 准则 及 实际 数据 进行 估计 . 因此 ,其 第 一 步 可 借助 于 熟知 的 
LARMA 建 模 方 法 完成 . 第 三 步 中 的 m EH n 小 得 多 的 正 整 数 ,可 随 n 
增 大 而 适当 大 些 . 需要 说 明 的 是 :在 {a,) 为 平稳 靳 差 序 列 时 ,这 里 所 述 的 
方法 就 不 适用 了 . 


三 、Tukey 方法 
考虑 LAR 模型 的 检验 问题 , 即 检验 {z,} 是 否 满足 如 下 模型 : 
T, = a + ary $e ar, + bs (6. 4. 10) 
其 中 {e} 为 白 噪声 序列 ,系数 = (a, ,… ,a,)' 满足 (1.2. 5) 5X. Keenan 在 
1985 年 ( 见 文献 [69]) 提 出 如 下 检验 方法 : 
第 一 步 : 用 K-S 检验 法 中 的 第 一 步 ,对 数据 xz，，…,z, MELAR) 
模型 (6. 4. 10) ,得 到 拟 合 残 差 6,,,,… ,6, 及 其 平方 和 
RSS= ë, 
L=&H tax, for tar, (t= pt lyn). 
第 二 步 : 记 w= 好 ,并 作 y Hoxie ce, REA WS 148 
WARE by. 6, 
第 三 步 :对 于 二 元 序列 (&.,6,) (1 二 p 十 1,…,n), 进 行 一 元 线性 回归 
拟 合 , 即 拟 合 如 下 回归 模型 : 
E = BÒ + M 
计算 出 8 的 最 小 二 乘 估计 BAR 
n 1/2 
b= (2#) ; 
. b(n- 2p — 
太一 (n= 20 = 2) 
在 {z,} 满 足 (6.4.10) 式 时 ,FF, 的 分 布 近似 为 Fi.,-2s-2( 见 文献 [106]). HK 
此 不 难 给 出 以 后 的 检验 步 又 ,这 里 从 略 . 


$ 6.5 Lagrange 乘 子 检验 方法 


本 章 §6.2~ 86.4 介绍 的 检验 方法 ,无 论 是 针对 预报 线性 性 检验 、 


$6.5 Lagrange 乘 子 检验 方法 “207 


还 是 针对 结构 线性 性 检验 ,都 属于 非 参 数 型 检验 方法 . 在 这 一 节 , 我 们 介 
绍 一 种 参数 型 检验 方法 一 一 Lagrange 乘 子 检验 方法 ,简称 LM 方法 , 借 
以 解决 如 下 的 对 立 假设 检验 问题 : 

HH。,: 平 稳 序列 {xz} 满足 如 下 线性 模型 : 

=o + ar) bo + ar, + Gs (6.5.1) 

AF (e) A ARS ES RAF EBB AS FP ,满足 (3. 2. DR; 

Ay {x} 为 某 指定 的 有 限 参 数 型 非 线性 模型 . 

例如 ,在 对 立 假设 H, 中 , 当 平稳 序列 {zx,} 指 定 为 如 下 的 双 线 性 模型 ， 


p PR 
n= Dan, + SDB awe) + (6. 5. 2) 
f aa 
时 ,参数 型 的 对 应 假设 为 : 
Ho:By=0 (i=1,°,P,j=1,.°",Q); (6.5.3) 
Ay: 2)1B,l #0. (6.5.4) 


又 如 , 当 Hy 中 平稳 序列 指定 为 ARCH 模型 时 , 即 
(x, = 2) + H aT + es 
e = GH + pela +o + pel), ee 
st He.) HIER AMRF, e~N0,1), @>0, 20 (i=1,"…,p)， 
十 … 十 pp 过 1, 此 时 ,参数 型 的 对 应 假设 为 : 
Ho:g=0 (i=l, p); (6. 5. 6) 


户 
Hy: >) p#0. (6.5.7) 


在 统计 分 析 中 ,对 参数 进行 假设 检验 时 ,构造 检验 统计 量 的 方法 通常 有 三 
种 :一 种 是 以 参数 估计 的 渐 近 正 态 性 为 基础 的 Wold 方法 (简称 W 方 
法 ), 例 如 常见 的 -检验 , 严 - 检 验 等 都 属于 W 方法 . 另 一 种 是 似 然 比方 法 
(简称 LR 方法 ), 也 是 我 们 比较 熟悉 而 经 常 使 用 的 方法 . 第 三 种 方法 就 是 
本 节 将 要 介绍 的 Lagrange 乘 子 方法 (简称 LM 方法 ), 它 是 将 零 假设 条 件 
看 成 一 个 约 东 条件, 通过 对 有 约束 的 极 大 似 然 函 数 的 一 阶 偏 导数 进行 检 
验 ,对 参数 假设 作出 判断 . 在 某 些 模型 检验 中 ,LM 方法 不 仅 能 带 来 计算 
上 的 方便 ,而 且 所 构造 的 检验 统计 量 与 上 述 两 种 方法 所 构成 的 检验 统计 
量具 有 相同 的 渐 近 性 质 . 

设 ri,…,z 是 来 自 某 个 分 布 族 的 梯 本 . 该 分 布 族 中 的 分 布 除 参数 
9 二 (0,,…,0,)' 之 外 都 是 已 知 的 . 记 志 (6) 为 样本 (zj,…,zo) 的 对 数 似 然 函 
数 . 考虑 如 下 关于 9 的 假设 检验 问题 : 
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Ho:h;(@)=0 (j=1, sk; k<p). (6.5.8) 
将 上 述 零 假设 中 的 & 个 方程 视 为 关于 参数 9 的 & 个 约束 条 件 ,利用 
Lagrange 乘 子 法 , 求 如 下 的 有 约束 条 件 的 极 大 似 然 估 计 , 即 求 函数 

SO, A) = LB) 十 DAO (6. 5. 9) 
关于 OA A 的 极 大 值 . 对 于 (6. 5. DR KF OAM A= Ais AR 
一 阶 偏 导数 ,并 令 其 为 零 ,得 到 


af_ aL@) ， Sr, 9h,(0) es 
787 38 + 2A Jg T0 (=1,%,p), (6.5.10) 
af_ = estas 
za MO = 0 (i = 1, k). (6.5.11) 
令 
aL(0) 
8, 
D@=| … 
3 L0) 
20, 
ah) . ah (@) 
“36, að, 
H@®= on see on ý 
ah) . 93h,(0) 
28, 20, 
则 (6. 5. 10) RAN (6.5. 11) 式 可 写成 如 下 和 矩阵 方程 : 
D(6) + H@)A=0. (6. 5.12) 


若 零 假设 H, 为 真 , 则 9 的 有 约束 极 大 似 然 估计 8, 近似 于 9 的 无 约束 极 
大 似 然 估计 bw, 从 而 D(6rw,) 将 近似 于 零 向 量 . 在 某 些 正则 条 件 下 ,Feigin 
在 1976 年 ( 见 文献 [49]) 证 明了 :在 Ho 成立 时,D(6@n,) 是 一 个 零 均 值 鞭 ， 
且 在 Growder( 见 文献 [40]) 给 出 的 条 件 下 ， 

CoD Gy.) + NOW), 
式 中 

WO) = limC PIOC, 

EP (0) =E(—#L(@)/a 63 F) Æ Fisher 信息 矩阵 ,C, BE 4A 
阵 序列 . 根据 以 上 结果 ,可 以 构造 如 下 LM 检验 统计 量 : 
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LM = DO YI Ôn DTD Ên). (6. 5. 13) 
可 以 证 明 在 通常 的 极 大 似 然 估计 渐 近 理论 的 正则 条 件 下 ,LM 检验 与 W 
检验 和 LR 检验 是 渐 近 等 价 的 . 也 就 是 说 ,在 五 。 成立 时， 
LM -全 x, (no). (6.5.14) 
从 而 对 给 定 的 置信 水 平 8, 不 难 确定 Ho 的 否定 域 ,这 里 从 上 略 . 
在 存在 多 余 参 数 的 情形 , 记 其 为 v= (vw,，，… ,uw)", 我 们 需要 修正 表达 
式 (6.5.13) 式 . 令 8=(9,v")", 考 虑 如 下 假设 检验 问题 : 
Ho:h;®=0 (j=1,%,k). 
按 前 面 所 述 的 方法 求 得 方程 (6. 5. 12) 和 了 (四 .根据 8 和 v 的 维 数 把 DO) 
和 7(8) 写 成 分 块 向 量 或 分 块 矩阵 , 即 
D@= Ose Toe pps Ta 
D,®) Ia®) 1,8) 
由 (6.5.10) 式 和 (6. 5.12) 式 可 知 D0) =O. 从 而 由 (6. 5. 13) 式 和 分 块 矩 
阵 求 逆 公式 ( 见 文献 [129]) ,对 零 假设 有 H,,LM 检验 统计 量 为 
LM, = D, u Un — TC0) 1 Oa DJ D, Bn, 
(6.5.15) 
其 中 Dn HARO 的 有 约束 极 大 似 然 估计 . 同样 ,在 一 些 正则 条 件 下 ,对 于 
由 (6. 5. 15) 式 给 出 的 检验 统计 量 LM,,(6. 5. 14) 式 仍 成 立 . 
现在 讨论 (6. 5. 3) 式 和 (6. 5. 4) 式 以 及 (6. 5. 6) 式 和 (6. 5. 7) 式 提出 的 
假设 检验 问题 
Barrer, 是 来 自 某 平稳 序列 的 样本 . 我 们 要 检验 z，，,…,z, 是 否 为 
来 自 双 线性 模型 (6. 5. 2) 的 样本 , 即 z,,…,z, 是 否 满足 如 下 非 线 性 模型 ; 


= Sea i+ pe Ej + (6. 5. 16) 


这 时 (6. 5. 8) 式 的 零 假设 等 价 于 
Haw:bBi = 0 (i=1,,P; j= 1,,Q); (6. 5.17) 
相应 的 对 立 假设 为 


Ha: >) || # 0. (6.5. 18) 
在 Ho Fy (aie ,zx,) 的 对 数 似 然 函 数 为 
Liaw 
L@) =— Flogr — Fo De (6.5.19) 


其 中 8 一 (8 VY, v= laa), O= (Burst s Bip Bast Bip) FH 
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(6. 5. 16) 式 不 难 算得 


aL@) š į 
OB, TTT (i = 1,*,P; j= 1,,Q), (6.5.20) 
aL@ a 

a =— zx G= 1p). (6.0.21? 


经 过 繁琐 的 代数 运算 ,对 Hao 而 言 ,LM 检验 统计 量 为 
LM(BL) = 0 (Das) Mn — MMi: Ma) (Sad). 


(6. 5. 22) 
式 中 


My= Mo = Daz (= 0,1)， 


ae 
Mi= Duti» 
fi 
Zo= (Maret etry)" 
Z1= CE Ley sêr Eat ps 


=a, — aa) — ay (C= lyen), 
= 1Sa, 
Hp asá, 是 在 Ha CLAY AREF a, 的 极 大 似 然 估计 . 利用 
LM 检验 的 统计 分 析 , 在 H 下 ,有 
LM(BL) — Xa. 
这 样 ,对 给 定 的 置信 水 平 8, 容 易 确定 H ooh) EK, PELE Aa. 
下 面 讨论 ARCH 模型 的 检验 . 考虑 如 下 ARCH 模型 ; 
L, = YX) + ee F a-p + Ors 
el FL, ~ NA); (6. 5. 23) 
h, = p + peli + + Reia 
Ba, 是 某 平 稳 序列 的 一 组 样本 . 我 们 要 检验 这 组 样本 是 否 来 自 模 
型 (6. 5. 23). 等 价 地 ,可 考虑 假设 检验 问题 (6. 5. 6) 和 (6. 5. 7), 即 零 假设 
为 
Harcm: @ =O (=1,..%,g); 
而 对 立 假设 为 
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Hra: YR FO. 

在 假设 Harn Fy (zi,… ,XZ,) 关 于 《zoyz-1，…,X-p+1) 的 条 件 对 数 似 然 函 
数 为 

L@ = lo faz Ep)» (6.5.24) 
BOP B= OV), O= AR V= Cais )", 

Seah- tp) = (2h) exp{— (2h) ~'e}. 

20.8 ROTIE JEE L= —Llogh,— (27'e MCG. 5. ORTE MR 
示 为 


1@=1>%, 
n cl 
=— 1S hoor, -L5 Ë 
= 二 logh anu Kr (6. 5. 25) 


对 (6. 5. 25) 式 关于 8 求 一 阶 和 二 阶 偏 导数 ,以 及 关于 6 Aly RREK 
偏 导数 ,可 得 


a_ 13h & 3h 
36 2h, 90 + DAB a 
_ 1 dh! e 
= th 38 ái), (6. 5. 26) 
Fl -(¢- É 1 ah, 
aF \h, a6 \ 2h, 50) 
e ah, ah, 


T oh} 98 ae’ 
ie bie | epee 
aav \h, av'\ 2h, 20 

十 工 .ah|2e æ eb ahi) 


注意 到 Ele, |F7,}=0, Ell Zi) Sho 
ah, a t A 和 
oa Zle + Zefe 一 Zeza) ] 


iA 
=— 2N pentis 
a 


由 条 件 期 望 的 性 质 ,h, KFZ WR Ele, Fi) Sho E 
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7606) “| 2h? a8 a 
alt \ _ 
al = ATA z0 
记 2 = Arare), 
f= (e/h,) 一 1 (= ln), 
则 h = zi0. 
从 而 有 
+h, 
76 一 2. 
于 是 ,由 (6. 5.25) 式 和 (6. 2.26) 式 ,有 
_aL@) _ svat 
D®)= 36 E 
-15 ahd _ | 
= Dae lk 1 
=15 hafo (6.5.27) 
wy oe 
| _ (aL@) 
1,@)= &( - (7S) 
= 1S rg) L 2h 2h 
~ T | a a0 IF 
= 1554 dzz). (6. 5. 28) 
t=] id 


这 样 ,可 按 如 下 步骤 构造 对 假设 Haroof LM 检验 ， 
第 一 步 :在 Harcno 下 ，, 求 参数 y 的 极 大 似 然 估 计 v, BIR LAR (p) 
型 (6. 5. 1) 参 数 的 极 大 似 然 估计 ,并 定义 


e= Lp — YI, — rs (t=1,2,°,n), (6.5.29) 


= gs (6. 5. 30) 
第 二 步 :在 Aco F ,注意 到 六 为 常数 , 记 为 至 ,其 极 大 似 然 估 计 由 
(6.5. 30) 式 定义 . 令 
Ce AT E i 
J= (G/F) —1 @= len), 
Ż,= Beets É, = Ai Ses 


p. 


~ 
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则 由 (6. 2. 27) 和 (6. 2. 22 RA 


Dn) = D? ail = ath, (6.5.31) 
In Qu) = +>) sped = a22., (6.5. 32) 


FEF Oyo = (Fv). 
第 三 步 :由 (6. 5. 31) 和 (6. 5. 32) 式 ,可 定义 LM 检验 统计 量 为 
LM(ARCH) = Dy In (Bn,) DOn) 


f (6. 5. 33) 
= LAZ) ZE,. 
2n 
利用 LM 检验 的 统计 分 析 ,在 H arco F >» 
LM(ARCH) “+ 2, noo. (6.5. 34) 


于 是 ,对 给 定 的 置信 水 平 8, 不 难 确定 零 假设 Harcno 的 否定 域 . FE AM. 


模型 的 估计 


在 这 一 章 中 ,我们 讨论 非 线性 时 间 序 列 的 估计 问题 ,也 称 为 非 线性 时 
间 序列 建 模 问题 . 所 谓 时 间 序列 建 模 问题 ,就 是 根据 观测 到 的 数据 序列 ， 
估计 出 一 个 适当 的 模型 去 近似 地 描述 它 . 这 也 称 为 模型 的 识别 和 拟 合 问 
题 . 对 于 非 线 性 时 间 序 列 模型 而 言 , 模 型 识别 包含 两 方面 的 内 容 : 一 方面 
是 判断 该 数据 序列 是 否 有 非 线 性 性 ,也 即 对 数据 序列 进行 线性 性 检验 ,这 
已 在 第 6 章 中 讨论 过 了 . 另 一 方面 是 当 描述 所 观测 到 的 数据 序列 的 模型 
的 类 型 选 定 后 ,确定 模型 的 阶 数 ,也 称 为 模型 定 阶 问题 . 对 线性 序列 情况 ， 
已 有 许多 非常 有 效 的 方法 ,例如 ,AIC 准则 、BIC 准则 等 ( 见 文献 [8]、[59] 
和 [3] 等 ), 而 对 非 线性 情况 ,这 方面 的 方法 还 很 少 ,我 们 将 在 8$ 7. 3 中 作 
简单 介绍 . 在 确定 了 模型 的 类 型 和 阶 数 之 后 ,就 是 如 何 估计 模型 的 问题 或 
称 为 模型 拟 合 问题 .正如 第 3 章 所 述 , 有 参数 型 的 非 线性 时 间 序列 模型 ， 
也 有 非 参 数 型 的 非 线性 时 间 序 列 模型 . 因此 ,模型 估计 也 有 参数 估计 方法 
与 非 参 数 估计 方法 ,这 些 内 容 将 分 别 在 $ 7. 1 和 § 7.2 中 进行 讨论 ， 


§7.1 参数 型 非 线 性 模型 的 估计 


在 线性 时 间 序 列 模型 估计 中 ,例如 LARMA 模型 ,常用 的 估计 方法 
有 最 小 二 乘 估计 ( 简 记 为 LSE) ,和 矩 估 计 ( 简 记 为 ME) ,以 及 极 大 似 然 估 计 
( 简 记 为 MLE). 由 于 LSE 和 MLE 是 在 某 种 优化 准则 下 求解 的 , 故 称 为 
精细 估计 . ME 是 利用 矩 与 参数 的 关系 ,并 用 样本 矩 代 替 后 求解 的 ,一 般 
MEB LSE fl MLE 差 , 常 将 其 作为 某 些 精细 估计 迁 代 求解 的 初始 值 . 除 
了 上 述 三 种 估计 方法 外 ,还 有 条 件 最 小 二 乘 估计 ( 简 记 为 CLSE) 和 条 件 
极 大 似 然 估 计 ( 简 记 为 CMLE). 本 节 主要 讨论 参数 型 非 线 性 时 间 序 列 模 
型 参数 的 CLSE .ME 和 CMLE. 在 本 节 及 以 后 两 节 中 ,我 们 讨论 的 模型 
都 是 非 线性 结构 模型 ,并 总 假定 这 些 模型 满足 第 4 章 中 所 要 求 的 平稳 条 
件 . 


a 
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一 、 条 件 最 小 二 乘 估计 
设 {z,,…，,z,} 是 来 自 时 间 序 列 {z,,n 之 1} 的 观测 序列 , {x,} 的 概率 分 
布依 赖 于 某 未 知 参 数 6= (9,,… ,0,)", 其 中 9€8,@ 是 R* 中 的 一 个 开 集 . 
W F141=o(z,,1SsSk) 为 由 {x,,1<s<k} 所 生成 的 o- 代 数 ,多 为 平凡 
oR. 我 们 可 通过 关于 6 极 小 化 如 下 的 残 差 平方 和 
2.00) = 六 人 一 已 TLD 


来 获得 8 的 估计 , 记 其 为 @. 这 里 记号 ERT x, 关于 以 6 为 其 参数 的 概 
率 分 布 求 均值 . 此 时 ,6, 应 满足 


Q.(8.) = infQ, (8). (7.1.2) 
有 具体 求解 时 ,6, 可 通过 如 下 方程 得 到 
QB.) = 0 G= 1y 4p). (7.1.3) 


这 里 总 假定 (7. 1. 3) 式 中 的 偏 导数 是 存在 的 . OR EL O° 二 (9,… 4)” 
的 某 邻 域 S 中 Es {zi 1.F1.,1} 是 关于 9 二 次 连续 可 微 的 , 则 对 50， 
|| 9 一 % || <8, H Sw={9: ||@—@ || <ô} CS, h Taylor RFRA 
9Q,(0) 
36 


Q,(6)= QP) + o-er] 2 
Om 


2’Q, (8) 
9696 | ono 


9Q,(8) 
Se | 


1 + ix, 
+ 50- e| 0-6) 


= Q.(p) + (8 一 ex| 


+ 让 (0 — 0)'V,(0 — e) 


二 二 (9 一 0)"T.(0* )(8 一 9)， (7.1.4) 


SEP OE Sn 的 适当 的 内 点 ,V, 是 由 Q.(9) 的 二 阶 偏 导数 在 O 处 的 值 所 
构成 的 pX p HERE. AL 


TAO") = | 


| 


TOF | .一 Va (7.1.5) 


不 难 验证 


(地 ,= 辫 E (Ealan) 
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x [37E alia] 


Elri Fi) 
-+ | 


X= Ee (al Ft) | ， (7.1.6) 
e 


其 中 所 有 偏 导数 都 在 8 处 取 值 . 对 任意 的 1<i,j<<p, 由 拷 差 强大 数 律 ， 
可 以 验证 , 当 n>oo 时 ,有 


1S g ' 
A aag EAZ] 


one 
X (ae — Ee {ar |F jut} 0, as, (7.1.7) 
且 由 遍历 性 ,也 不 难 验证 , 当 n 一 oo 时 ,有 
1s | ape 
(Fagen rin) 
ae : Pe 
x (Bota) ee 


其 中 V Æ pX p 的 正定 对 称 和 矩阵 . 如 果 在 适当 的 意义 下 能 假定 T, 是 很 

小 的 , 则 由 (7.1.4)(7. 1.7) 和 (7.1.8) 三 式 可 知 ,8, 是 8 的 强 相 容 估计 . 

上 述 的 想法 可 叙述 为 如 下 定理 ,其 详细 证 明 见 文献 L[56] 和 [71] ,或 [106]. 
定理 7.1.1 假定 


lim sup (nd)~"| (T,(8" )),| < co， a. Sey (7.1.9) 
aA<ij<p), 
(2n) 'V, > V,a.s., (7.1.10) 
其 中 V 是 pXp WHRUER MAREE, A 


a a 
m| ZLD] 0, as. a<i<p), (7.1.11) 


则 存在 一 估计 序列 (名) ,使 得 和 -6 ，a.s. ,并 对 任意 的 e>0, 存 在 一 事件 
G, 满 足 P(G) 之 1 一 e 和 一 个 常数 no, 使 得 在 G 上 , 当 n>n Bt, ô, 满足 最 
小 二 乘 方程 (7. 1. 3), 且 QOH ô, 达到 最 小 值 . 
下 面 讨论 定理 7. 1. 1 h Ô, 的 渐 近 正 态 性 . 在 gp ERIE R a) 
得 
=n? 40,6.) 
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= pir 2, 
=n 560) 


+n'[V, + T,(@*)]n'2(6, 一 P). (7.1.12) 
其 中 


a a 
aL = 792269) lene. 


由 于 当 noot, 
niI(V。 十 T.(9 )) 一 27，a.s.， 
故 由 (7.1. 12) 式 知 ， 


n'2(8, — ©) 和 一 (2V) n 70.6) 


有 相同 的 极限 分 布 . 对 任意 非 零 向 量 c= Coy ye yep)" C7. 1.1) 式 ,可 以 
验证 


nite 20,6) 


6Q， 
m p a pe 
=— 2n Ee | 
x (ay — Epli Fiaa) (7.1.13) 


显然 ， 

Cy fan tee 

De |g Eala ha 
是 Zia- A AT C7. 1. 13) 式 易 见 

[e TREO Finn) 


ER. 如 果 当 mco 时 ,有 
in Mgt 0.6") +. N(0,cWe), 
其 中 W 是 px p 协 方差 阵 ,于 是 , 当 n->oo 时 ,有 
dn 0) “+ NCO,W). 
从 而 有 如 下 定理 ,其 证 明 见 文献 L[56] 和 [71], 或 [106] 
定理 7.1.2 假设 定理 7. 1. 1 的 条 件 成 立 . 进一步 假定 


lpn ae Pre 
zr 30600) N(0,W)， 当 一 co， 


其 中 W E pX p TEE MT PR , 
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með, — P) 2+ N(O,Y-IYV-D， 当 an -> 00. 
下 面 讨论 一 些 NLAR 模型 参数 的 CLSE 和 LSE. 
例 7.1.3 考虑 如 下 NLAR(1) 模 型 
L, = P (2-10) H Es (7.1.14) 
其 中 p (。,0) 关 于 0 有 二 阶 连续 导数 . {zj,…,z*} 是 来 自 NLAR(1) 模 型 
(7.1.14) 的 样本 , 且 {s,,…,e,} 与 ze 相互 独立 .由 (7.1.14) 式 有 


Q.(0) = > [zi 一 9 Gay}. 


E CLSE-0, 满足 方程 
ei d 
j — P (zi-ig)] Fg? (2-118) = 0. (7.1.15) 
2 E (Ti-i ] a5? Tj-1 
注意 到 
d _ vd E 
(B0) =- > (aor C1} Ls = p tz], 
(7.1.16) 
d? = : d 2 
FXO > lao aD) a 
iga 
- Zle Ci) 
X [z — P (zi-iygo)], (7.1.17) 


H. 1. OR RR RE RA R OR EE A E 
dn GeO) p NOW), 


H 


V=W= £( 59 Go)" 
又 易 见 ,模型 (7. 1. 14) 满 足 定理 7. 1. 1 的 条 件 . 所 以 根据 定理 7. 1. 1 和 定 
理 7.1.2, 对 方程 (7. 1. 15) 的 解 各 ,有 

6,> P, a.s., 


nO, — P) — N 0,W-). 
例如 


Ox 
Re Te 
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即 模型 为 
z= E +& (7.1.18) 
a 
由 (7.1.15) 式 可 求 得 0 的 CLSE 为 
— {S721 x ES 
a, (> 1 ee \ > a #35] (7.1.19) 
A 
ee zz) 
w= 27 =) . 
例 7.1.4 考虑 如 下 的 AR(1)-MA(0) 模 型 
T= (0+ Write, (7. 1. 20) 


其 中 {&} 和 {7.} 是 相互 独立 的 白 噪声 序列 ,并 且 7 和 & 都 与 eM. 
Ee,=0, Ee?=ai, Ee!<o0, Ey,=0, En=0;, EN=0, E =<, 
O+ oP e+ yy <1. 则 由 $4.4 的 讨论 知 ,模型 (7.1. 20) 不 仅 是 平稳 的 而 且 


是 宽 平稳 的 ,并 且 具 有 有 穷 的 四 阶 和 矩 ， 
给 定 样本 x02, (7.1. DRA 


QD= Ya; Exle)| Fis? 


j=2 


= J, (z; 一 bz 
= 


因此 ,9 的 CLSE 为 
。 “1,8 
6, = (Dz jaje 
(Za) (Zee) 
令 
u, = ME) + Es 
则 
Elu IFT)} = tii 十 o 
再 令 


a= 2,— Or & =u? — hyo} 


LIF of fi of BME 
T.) = S38, 
TJR of A off) CLSE 分 别 为 


(7.1.21) 
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a= (Set oz}! 
= 


x [D a} — wa — z)} (7.1.22) 
a= Jb — az, (7.1.23) 


其 中 


在 模型 (7. 1. 20) 的 假定 下 ,可 以 证 明 久 .cs Al of ARE BU Oo M o 
的 强 相 容 估计 , 且 具 有 渐 近 正 态 性 . 详细 证 明 见 文献 [82]. 
例 7.1.5 考虑 如 下 门限 自 回归 模型 


d = 
z = > (ap + Doar st ep} læa E€ R), (7.1.24) 


其 中 自 回归 系数 

0= (ai, ai)", 

Qj= (ajoran sa) (j= yes), 
{ea} (j= 二 1,… LE Bi 4. 3. 15 WE, Ee, 二 0，Ee? 二 0?，Eel<<o0. 
当 i 关 j 时 , aay, R=(—%,r], Rj= C7, 17)] G=2 1—1), 
Ri= (11-150). 假定 参数 .dm 及 1 均 已 知 , 且 0<d<p. 

如 果 由 (7. 1. 24) 式 获得 观测 样本 {xz ，… ,zx,), 则 可 通过 CLSE 来 估 

HARB O = (aise aio) HP a= lahad ap G=1, DA o; 
(==1,…, 人 ), 即 关于 9 极 小 化 如 下 的 残 差 平方 和 : 


Q= >) ia. — Eka Fie}! 


rt 
a > 
= > [a 一 Dfe + Lasz] 
(prt mi i 
2 
X Ilza € R>) i (7.1.25) 


记名 的 CLSE X ô, W 6, 满足 如 下 方程 : 
(X1X,)8, = Xry,, 
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其 中 
Ya = (Eptir Tn)" s 
x = aioe Dp 1 Cta E R)» 
XPni Xn: O Meee 


x t x 
Xp+21 Xpt22 o Xprzi 


X,= 


Kio Mp eo, 
由 文献 [127] 中 的 引 理 4 和 定理 4 EEE H EA 
Ixix, + H > 0a.s. ， n> ok}. 
于 是 当 n 适当 大 以 后 ,XiX, 是 可 逆 的 ,从 而 有 
6, = (XXV -XI (7.1.26) 
令 zw 和 Tw 过 … 世 zw 是 样本 {zx1，,…,z,} 的 次 序 统计 量 , 则 Q,(6,) 可 分 解 
成 /个 残 差 平 方 和 之 和 , 即 


i 
Q8 = 32,6), (7.1.27) 
= 
其 中 
Qa ÊD = D {zw ~ Erali) l Fio)» 
Fa, 
RAF hu) =0(z 1s) — 1). A 
E, = Q,,(8,)/n, G= dD (7.1. 28) 
作为 ohi CLSE HP 
n= D Iaa ER) G= lD. 


sept 


在 模型 (7. 1. 24) 的 假定 下 ,估计 量 名 和 二 是 真 值 8 和 ,的 强 相 容 
估计 , 且 具 有 渐 近 正 态 性 ,详细 证 明 见 文献 [127]. 
在 下 一 例 中 ,我 们 讨论 门限 自 回归 模型 (7. 1. 24) 中 门限 x; 和 延迟 量 
d 的 估计 . 为 简便 计 , 仅 讨论 := 2 的 情形 . 
例 7.1.6 考虑 如 下 门限 自 回 归 模 型 : 
aio 十 az 十 … 十 az 十 Gy 
n= Sasa (7.1.29) 
amw 十 An Zi) + ot + opti» + Eus 
H La >r, 
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其 中 自 回归 系数 和 {s,} (i 二 1,2) 满 足 例 7. 1.5 的 条 件 ,p 是 已 知 的 , 且 
d<p. 记名 二 (aiowaborrowdo)". 给 定 样本 {xz ，…,z,), 按 如 下 四 步 求 出 外 
HI 03,89 CLSE frit @ fl of, G=1,2): 

第 一 步 :对 固定 的 > Ad KF a Ma, 极 小 化 (7.1. 25) 式 ,得 到 ae 和 
az 的 CLSE:au(r,d) 和 az(ryd), 其 表示 式 由 (7. 1. 26) 式 给 出 . 
第 二 步 :对 固定 的 d ,关于 - 极 小 化 


Q, Ôn) = 5 (a, 一 Ea (rb FiF 


p+tl 


= 2) (z — Crd) prey zp) Tina Kr) 


这 
Han red) stot stip) Taw > r), 
其 中 68.= (aired) ,4b,(r,d) ,r,d)". 记 其 极 小 解 为 7,(d). 
第 三 步 :关于 a 极 小 化 
Q, Ban) = > (2, 一 Ey, (tI F ha}? 
tm ptl 


= 2) (n — (ar) dA pEi tp) 


rs 

X T(z sr(d)) 

Hand), dA y, Eiir Te Tra > rd))])’, 
FES AWE da FELL ry du) sain CaCa) Ân) saan nln) dn) A AE A 
rovaio\az 的 CLSE. 

第 四 步 : 按 (7. 1. 28) 式 的 方法 ,把 Q.(0.) 分 解 成 两 个 残 差 平方 和 之 
和 , 即 
Q, Ô.) = Qi.) + QO.), 


其 中 
L= (ain Cn CÀ,) sdn) in Fn (dy) sdp) rT,(d,) dp) 
Qn6)= D (to — Ettol Zio), 
2-3 ald) 
Qan (8,) = Q,(8,) — Q1,€8,)- 
以 如 下 的 估计 量 


a, = Q,,(6,)/n, G = 1,2) 
HEH o 的 CLSE ,其 中 
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m= Maa <r), man—p—m. 


在 模型 (7.1. 29) 的 假定 下 ,Chan(1992) 证 明了 名 是 名 的 强 相 容 估 

计 , 吕 是 区 的 强 相 容 估计 , 且 n'“*(4, 一 ao) 具 有 渐 近 正 态 性 ,其 中 
a, = (5, (7,(d,) dn)» Gin 7.(d,) ,4d,)), Go = (aiora). 

在 实际 数据 分 析 中 ,固定 d, 关 于 7 求 Q(B,) 的 极 小 解 ,可 先 根据 数 
据 直观 分 析 , 预 先 确定 一 些 门限 候选 值 ,在 这 些 值 处 比较 Q,(8.) 的 大 小 ， 
取 使 Q, (9,) 最 小 的 候选 值 作为 7,(4d). 例如 先 将 数据 从 小 到 大 重新 排列 ， 
以 位 于 数据 量 25% 35% 45% 55% 565% Al 75 儿 处 的 x: 的 取 值 作为 门 
限 候选 值 . 

最 后 来 讨论 双 线 性 模型 参数 的 CLSE. 

例 7.1.7 考虑 如 下 双 线性 模型 


z= Pari + beatin +s (7.1.30) 


其 中 {e') 为 正 态 白 噪声 序列 ,ge 一 N(0,o)，s (ay s<e} RW. BUF 
$4.4 和 8 4.5 的 讨论 , 记 


a, ap- a, 
... 0 0 
A= 1 . . , 
0 ee 1 0 
0 b 0 0 
0 0 0 
B= : 
0 0 0 … 0 
如 果 o(4S: + a B®) <1, (7.1.31) 
则 {xz} 是 平稳 的 , 且 Elzx,|*<o0. 如 果 


peA) <l, (7. 1.32) 
其 中 矩阵 A MEXR 84.50 Elz] <o. & 
r, = E(x, — y) (£a, — y), B= Ez, 
V; = Xp MR 8° — ApLi-ps 
及 Fi = olens Lt), 
则 不 难 验 证 
r= Slira s>2. (7. 1. 33) 
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P HPT 45=0; 
E{vv l Fi} = fian 4s=1; (7. 1. 34) 
0, 当 s 之 2. 


于 是 可 按 如 下 步 又 来 求 参 数 O= (a,,… ,a,,6,0*)" 的 估计 : 
第 一 步 : 记 7(p)= Monee pas an= ns adm), 

Hi Dy st Vay 

7, 7 cie LART 


TE 
其 中 
i= PAG = Wans — A) (S = 01 一 1)， 


h= 1 ba. 
由 (7.1. 33) 式 得 Yule-Walker 方程 
Ta, =Y¥(p). 
仿照 常 学 将 等 的 文献 [132] 中 引 理 2. 1 ,可 证 À, Æ a. s. 可 逆 的 . 从 而 解 上 
REREN G 
a, = 5'9 (p). (7.1.35) 
第 二 步 : 令 
UY = Lı — AT pny p (t= pt lyerryn). 


A=, B= bo". HAT. 1. 34) 式 ,关于 BB ME 


Qub = Dd) (ot — Ena t0 | Ft2})? 


= SD G+ Bah}. 


impel 


记 其 极 小 解 为 六 ,和 记 ,, 通 过 解 如 下 方程 组 : 


D Gi — (B+ Brat.) = 0; 


tep 


D> [o = + parta) = 0, 


=p 


可 得 
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D a T) 


b= ES 


‘=p+1 


其 中 


第 三 步 :再 记 B,=bo?, 关 于 Bs 极 小 化 


Qn (B= DS) mi — Ep (vm l Fi- 


= SG. Byres) 
记 其 极 小 解 为 B,, 则 


这 样 ,由 (7. 1.34) 式 知 ,和 o 的 估计 分 别 为 
b, = Ba/Bus È = Bue (7.1.36) 
对 于 更 一 般 的 双 线性 模型 


a a Q P 
z= Djaz; + Soe, pt Dovey + o (7.1.37) 
jel yl i=) jer 


Hp r=max(q,Q) +1, (e) ER ARES. ~N (0,07). 参数 
0 = (ay yt ay 9Cy cb = Lye ,Qj = rye PY 
满足 8 4.4 和 8 4. 5 中 关于 双 线 性 模型 有 平稳 解 和 高 阶 矩 的 要 求 . 对 于 模 
型 (7.1. 37),6 的 CLSE 比 模型 (7. 1. 30) 更 复杂 ,具体 算法 见 文献 [53]. 
利用 文献 [53] 中 的 结果 ,可 以 证 明 在 适当 的 条 件 下 ,由 (7. 1. 35) 和 
(7. 1. 36) 给 出 的 模型 (7. 1. 30) 的 参数 9 的 CLSE 是 强 相 容 的 , 且 具 有 渐 近 
正 态 性 . 对 其 他 形式 的 双 线性 模型 的 CLSE 及 其 渐 近 性 质 ,还 有 待 研究 . 


Z. Efit 
在 线性 时 间 序 列 的 参数 估计 中 ,特别 是 LARMA 模型 的 参数 估计 
中 ,常用 和 矩 估计 法 求 模型 中 未 知 参 数 的 估计 . 这 是 因为 线性 时 间 序 列 模型 
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的 参数 可 由 该 序列 的 二 阶 和 矩 唯一 确定 . 例如 对 LAR ORA 

Li = Alı to + YM» + Es (7.1.38) 
其 中 {e} 为 白 噪 声 序 列 ,满足 (3. 2. 2) 式 ,具有 有 穷 四 阶 矩 ,上 且 参 数 
9 = (Gig) 满足 (1. 2. 5) 式 , 记 7= 二 Ezzwi, 有 如 下 熟知 的 Yule- 
Walker 方 程 


n= Ar He H pkn. (7.1.39) 
对 k=1,2,…,p, 在 上 式 中 用 样本 协 方差 六 代替 7 ERR 


% Not rafa) M 


Tar Vor = WIG f; 
可 得 参数 9 的 Yule-Walker 估计 . 

对 非 线性 时 间 序列 ,只 有 极 少数 的 模型 可 用 矩 估 计 法 求 其 参数 估计 ， 
例如 双 线 性 模型 ,双重 线性 模型 . 拟 线性 模型 等 . 而 且 对 有 些 非 线性 模型 ， 
仅 用 二 阶 矩 还 不 能 唯一 地 确定 模型 的 参数 , 常 需 借助 于 三 阶 甜 或 四 阶 矩 ， 
这 在 下 文 将 有 所 讨论 . 现在 先 来 讨论 一 个 简单 的 双 线 性 模型 ， 

考虑 双 线 性 模型 

Xb (7.1.40) 
其 中 {6,) 是 正 态 白 噪声 序列 ,se 一 N(0,0?), 且 1bo | 过 1. 则 (7.1.40) 式 有 平 
稳 解 . 记 4=bo ,不 难 验 证 
“w= Ex, = bo’, (7.1.41) 
Pa +++), 4R=0; 
= 当 |k|=1; (7.1.42) 
: 0, 当 |k] > 2, 
Hp nE yanyu). PEE, HO. 14RA i 
Ex? = E(e, + be, z, 1)? =o? + bEe z? (7.1.43) 
而 
Eeéz?= Ee? (e, 十 beix)’ 
= Ee! + BER zz 
= 30 + Bo’ Eer, 
由 上 式 , 并 注意 {x,} 的 平稳 性 ,可 得 


Egz = -3 


1-2 
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从 而 再 由 (7.1.43) 式 ,有 


2 va 2 12 
bx UD H3 


1—3? 


Ex, = Ee, + be_iz-i) = pe_iz-) 
= bEe, 1(e, 1 be, 27, 2) 
一 OBEe = bo’, 
这 样 ,根据 上 式 及 (7. 1. 44) 式 ,可 得 


2 4 
7, = Ext — (Ex)? = StH, 


1 一 天 
用 类 似 的 方法 可 证 (7. 1. 42) 式 中 的 其 他 两 式 . 
把 站 = 为 yc: 代入 (7. 1.42) 式 的 第 一 个 等 式 中 ,可 解 得 


ë= io, 7) + (73 — 6%,% 一 37)". 
利用 (7. 1. 42) 式 ,不 难 验证 


o* | 2a + 24% — 1| 


O — 67o7, — 37 = 二 


由 以 上 两 式 可 知 
n — 7 > 8 一 67o7 一 377", 
从 而 只 要 (7. 1.45) 式 有 实数 解 ,就 总 有 0 之 0. 为 使 
o rl 1) + O 一 64% 一 37!7] 


有 实数 解 ,只 需 


7 — 67,” — 37>0. 
而 根据 (7. 1. 46) 式 ,为 使 上 式 成 立 , 只 需 
2a + 24% —1<0. 


由 上 式 解 得 
[Al << (C3 — 1D/2}) = % ~ 0.605. 
对 模型 (7. 1. 40) ,假定 (7. 1. 47) 和 (7. 1. 48) 两 式 满足 . 令 


A = 
b= Date 


(7.1.44) 


(7.1.45) 


(7.1.46) 


(7. 1.47) 


(7.1.48) 
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fs RAG -Aaa — Be) (k=0,), 


则 由 (7. 1. 42) 和 (7. 1. 47) RGB b A o 的 矩 估 计 : 
~ 1 


H% = 51% —N) + H — 6%.7, 一 3%)"7]; 

a (7.1.49) 
b= 5. 

On 


在 适当 的 条 件 下 ,Kim 等 ( 见 文献 [70]) 证 明了 :由 (7. 1. 49) 式 给 出 的 模 
型 (7. 1. 40) 参 数 (6,) 的 矩 估 计 是 弱 相 容 的 , 且 具 有 渐 近 正 态 性 . 
下 面 考虑 比 (7. 1. 40) 更 一 般 的 双 线 性 模型 
Xi 十 Si 1 一 已 十 Sor, jes (7.1.50) 
其 中 {e} 仍 为 正 态 白 噪声 序列 ,se 一 N(0,o2). 且 
PCAS? + B?) <1, 
其 中 4 如 模型 (7. 1. 30) 中 所 定义 ; 


bo by 

0 »… 0 
B= 

oO ab 


则 类 似 于 (7.1. 42) 的 证 明 , 可 得 到 


p 2 
7, =— Da; + Dison, 


yY, 一 一 Sats 5 之 2. 
BET 4 p>2 EF Ob, 的 信息 只 包含 在 (7.1. 51) 的 第 一 个 
Fi PEP SEW bt +b, 的 形式 出 现 ,从 而 用 二 阶 抢 的 差分 方程 (7. 1. 
51) 无 法 得 到 参数 9= (a, ,… ,a,,b1,…,b,)" Alo? 的 全 部 估计 . 
W Y, a, SECA) (ess, A) (tess, — ©) 9 WES AGE 


>See 


(7.1.51) 


aka 
ar » 

+2) b| 一 0 十 ZJbpj Ys- S22; (7.1.52) 
fi f 


b La 
Ya =— Da, ai H Dba SPL 
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其 中 a(j,k)=a,a +b yo’. (7.1.52) 式 的 证 明 方法 与 (7. 1. 42) 式 类 似 , 但 
其 计算 繁琐 元 长 , 故 略 去 ,读者 可 参阅 文献 [94]. 

Meo GAIN. 1. 51) 式 的 第 二 个 方程 中 取 s==2,3,…,p 十 1; 
在 (7.1. 52) 式 的 第 二 个 方程 中 取 s==1,2,…,p, 得 到 如 下 联 立方 程 组 : 


P 
% =— Dain 


p 
Vor 一 一 Darrin 
1 网 (7.1.53) 
2 ra 
[ha 5 Dahat Dbh 
全 fa 


p p 

Yooper = Da ns + Db ns 
jl jal 

在 (7. 1.53) 式 中 用 

= 

x =7 = By) (inn — He) 

(k= 0,lyyn — 1), 

i 


A Dy Gem in, — BOG, = AD 


(5,52 = Oley — 1) 
ARE N ALY, RT RAT BH 9 的 和 矩 估 计 . 

当 oo? ARIAT, BY FG H CT. 1. 53) 式 利用 样本 2c, 来 解 出 参数 
Qype Cr =b, cp = b0? H EAEI aiseta cy…ycoy* 然 后 在 
(7.1. 52) 式 的 第 一 个 方程 中 , 取 = 2.3.00 p+ 2 FEAT, RY 
的 YY a IRR aG DH d=—a t +e +6, 2 的 矩 估计 Gk), 
4d. 再 由 

a, k)= aa, the, G= lp), 
a= c/b 
求 得 Bb(4=1,…,p) 和 0. 
例 7.1.8 考虑 如 下 双 线 性 模型 
L, + aTi = E F bT ae il (7.1.54) 
其 中 fs} 是 正 态 白 噪声 序列 ,满足 (3. 2. 2) 式 , 且 具 有 有 穷 的 四 阶 矩 ,而 且 
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az 十 cb 一 1. 由 (7.1.53) 式 
Waal 
tr =— aħna +h, 
其 中 c=6o? ,求解 得 到 
a=— 7,/7,, 
Ptaha (7. 1. 55) 
c= one oa 
又 由 
Von =A, DF 十 2d; 
te = a(1, Dha + 2de7,, 
Et d= atii KRIZE 
fai = Maly 


Ln) = >: (7. 1. 56) 
Vali — Nah 
从 而 有 
.  @(1,1) — a? 
5 =———__, 
| è (7.1.57) 
a = c/b. 


现在 讨论 双重 线性 模型 AR(1)-MA(0) 参 数 的 矩 估 计 , 即 
Li = (O+ 0T- 十 6 

HEB le). (OEE BA T. 1. 4 RE iF = Ettir Ri = Erzh. 
容易 验证 

Yi = ias 1 

Te = (0 + Ri, + oi. (T: 1:58) 

在 (7.1. 58) 式 的 第 一 个 方程 中 取 A=1, BAEP k=, E 
ARES ARS 代替 Xi 和 Ri ,得 到 

y=; 

Ri = (P + Ri + 0875; (7. 1. 59) 

R; = (0 十 o)R +073, 
其 中 


Par’ 
y= pat (一 0,1,… 和 一 1)， 
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R; = LS aiaa (k = 0,152 — 1). 
求解 方程 组 (7. 1. 59) 得 
=f i, 
a =[R; — RRi — Ri] Ë, 
o = [Ri — + o3)Rs J/7s. 
对 更 一 般 的 双重 线性 模型 AR(1)-MA(g),q 宇 2, 其 相关 结构 可 由 模 
型 的 二 阶 矩 和 四 阶 矩 来 刻画 ,但 此 时 表达 式 十 分 复杂 ,读者 可 参阅 文献 
[124]. 
最 后 我 们 指出 ,对 于 有 限 参 数 型 的 模型 ,如 果 它 有 平稳 解 和 适当 阶 和 矩 
时 ,一 般 说 来 ,都 能 导出 矩 与 参数 的 关系 式 . 从 而 当 以 样本 矩 代 替 相 应 的 
理论 值 时 ,可 导出 参数 的 矩 估 计 . 显然 ,这 样 的 估计 的 精度 较 差 . 但 是 矩 估 
计 方 法 易于 理解 ,而 且 依 大 样本 理论 , 易 得 到 其 相 容 性 质 . 所 以 可 将 其 作 
为 计算 其 他 估计 方法 的 迭代 初 值 . 在 上 述 的 矩 与 参数 的 关系 中 ,不 一 定局 
限于 只 考虑 普通 的 整数 阶 算 , 也 可 以 包括 局 部 矩 . 现 以 如 下 简单 的 TAR 
模型 为 例 说 明之 , 即 
ar -十 6e， 当 z- 志 0 
nadie tee 41 <05 
其 中 {e} 是 白 噪 声 序列 ,满足 (3. 2. DR RK a p Milal +I, 
则 由 8$ 4.3 和 § 4.5 的 讨论 知 ,模型 (7. 1. 60) 有 唯一 的 平稳 解 和 二 阶 矩 . 
为 了 导出 模型 (7. 1. 60) 中 的 参数 与 矩 的 关系 ,我 们 把 (7. 1. 60) 式 改写 为 
a, = al (x, Z OTi + PICT- KOM, +& (7.1.61) 
由 (7.1. 61) 容 易 算得 
Ex, = aEz iTGz Z 0) 
+ BEz T(z <0); 
Exrxis = «Ex? (rz 之 0) 
+ BEx? (I(x, < 0); 
Ez? = @Ez? 7(z > 0) 
+ PEzi T(z <0) HH. 
若 在 (7. 1. 62) 式 中 ,将 Ex, Ezra Ex? , Ex iTCz ii 志 0 ,Ex It 
0) Ex? ,T(z 0) Al Ex? ,1(z, 1<<0) 用 样本 值 代替 之 , 便 可 求 参 数 a、B 
Al o? 的 矩 估计 ,其 中 Ez.T(z, 1 之 0)、Ezx?_11(z,-, 之 0) 等 就 是 所 谓 的 局 部 
#. 


(7. 1.60) 


(7.1.62) 


+ 232+ 第 ?7 章 模型 的 估计 


三 、 极 大 似 然 估 计 
设 zx ye ot, 是 来 自 平稳 时 间 序 列 {zx,,t 之 1} 的 样本 ,P,(z1,… ,zx,) 是 
xz 一 (zyzo)f 的 概率 分 布 (或 密度 ) 函 数 , 它 依赖 于 参数 9EB,@ H R 
中 一 个 开 集 . 为 了 简便 ,我 们 暂时 考虑 p= 1 的 情形 . 有 时 为 强调 x, 的 概 
率 分 布 对 参数 的 依赖 ,也 记 其 概率 分 布 (或 密度 ) 函 数 为 P,(Czi，…zvi0)， 
令 
L,(0) = logP,.(2 5°" ,7,;0) 
FE x, 的 对 数 似 然 函 数 , 并 记 
ui(0)= d[L,(0) — L;_1(0)]/do, 
L,(0)= 0. 
假定 下 列 条 件 成 立 : 
G) Z,(6) 关 于 0 是 可 微 的 ; 


d 2 
GD HEA >L E| iLO | <o; 


did [Pere sts dx, 在 积分 号 下 关于 0 是 两 次 可 微 的 . 
根据 uO LOWE LA 


eo = >w(0)， (7.1.63) 
iml 
且 有 如 下 的 Taylor 展开 式 
SLO Yu) 
= Su + (0 一 90)7.(0) 


十 (% —OI,8; ) + 1,8) (7.1.64) 
HHO ECO, 0; =0+70—0), Y=7Y(x,,0), 且 |7|<1. 


1,0) = J EARO Fii) 


S du;(0) 
J0 = A 
= dé 


由 于 Ea (OD | Fis) = 00 as. Be | GLO Fian EETA 
Bh. RETO, as. (4 n>oomt). H 
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SO PEO | Fin} < 09, a.s., 
及 炽 的 强大 数 定律 ,有 

UOI S(O) 0, as M noo (7.1.65) 
SIRURI 。 


SLO =0 
的 解 , 则 由 (7. 1. 64) 式 有 


LOT Duc = 0, -ofi — |] 


1,0) 
(7.1.66) 
如 果 再 假定 
lim sup[1,(0)] J 0) + 1.) | <1, as. 
则 根据 (7. 1. 65) #1 (7. 1. 66) 式 知 ， 
6,>0, as. ( 当 n 一 00)， (7.1.67) 
即 久 是 真 值 9 的 强 相 容 估计 . 
由 (7. 1. 66) 式 可 见 , 如 果 
[LO)] Du) + NOs) 


且 在 8 的 一 个 包含 真 值 9 的 紧 子 集 上 ,一 致 地 有 
J0) p 


Fep >l ( 当 m 一 co)， 


1,0) 
这 里 一 > 表示 依 概率 收敛 , 则 
[7,0 10, — 0) “+ N 0,1). 
于 是 我 们 有 如 下 定理 ,其 证 明 参阅 文献 [56]、[106]. 
定理 7.1.9 如 果 
(1) 1,.(0)—>o0,a.s. (H n>), 


LO e, 
EL@ o (#0) 


其 中 7 是 一 个 随机 变量 , 且 在 8 中 一 个 包含 真 值 9 的 紧 子 集 上 


JO) 请 
1.(0) 


Gi) 对 6>>0,10. 一 和 |<6/(CEo1 (0)) 0， 


一 1 
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E,1,(0,)= Esl, (A + 0(1)), 
1,(8,)= 1,0). + 0(1)),a.s. , 
J,(0,)= J,(0) + 0, (8)),a.s. 5 


则 [1.(0)}"2(0, 一 0) “> NOD (n> o). 

以 下 讨论 非 线性 时 间 序 列 模 型 的 极 大 似 然 估 计 . 

定理 7.1.10 考虑 非 线性 模型 (7. 1. 14), 即 

L, = P (4-139) + &, (7. 1. 68) 
其 中 p('，;0) 关 于 0 有 二 阶 连续 导数 ,Ee[dp (z-,;9)/d0 了 >>0,{e) 是 正 
SARAFI ,se 一 N(0,1).x,= Cry ott yt)” 是 来 自 模型 (7, 1. 68) 的 样 
Æ, Hle) ro 独立 . 容易 验证 
P(t) 9008 12058) 20) 


It 


[ [P 0e) 


(27) “T Tex] 一 Ha, 一 9 (21D F}. 
从 而 对 数 似 然 函 数 为 
L0) =— Žlogar) — Dle — p OT 


由 
dL.(0) _ 
“do 
得 到 对 数 似 然 方程 
aL) St. p airy) 2 aD 
=0, (7.1.69) 


WERA Ô. S Lo(O)=0, 由 (7.1.63) 式 和 (7. 1.69) 式 ,有 
u= SELO — 1,0] 


= [se n0 Je 人 一 1). 


E,{u,O) | Fi a= So (130) Ee, 


= 0, a.s. (7.1.70) 
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1,0)= D EARO, Fia) 


= Die 2-110 | 


K du; (8) 
21 d0 


(7.1.71) 


小 (0) 一 


> ae -uO Sfi Gi] (7.1.72) 


由 遍历 性 ,并 注意 到 E| Soe (2,150 ] >oma neoon, 
1,(0) 一 co，a.s.， [1.(0)]-[J。(6b ) + 1,00) ] > 0, a.s.. 
根据 (7. 1. 67) 式 的 讨论 知 ,由 似 然 方 程 (7. 1. 69) 求 得 的 解 名 是 真 参数 0 
的 强 相 容 估计 . 
注意 到 yg C+ ;0) 关 于 0 为 二 阶 连 续 可 微 , 则 由 (7.1.70) 一 (7.1.72) 
式 , 容 易 验 证 定理 7.1.9 的 条 件 满足 .因此 ,由 (7. 1. 69) 求 得 的 MLE& 还 
具有 渐 近 正 态 性 . 
例 7.1.11 考虑 ARC(1)-MAC0) 模 型 (7.1.20), 即 
z= (0+ Wz + & 
除了 例 7. 1. 4 的 假定 外 ,再 假定 {6} 和 {7} 都 是 正 态 白 噪声 序列 ,不 难 验证 
Efx |z} = E{(0+ Ware + & ltr} 
= Ox,-15 
E({a?\z,-:)= ELLO + Wa, + 6 Fla} 


= Px, + zi, +0. 


Varla, |x )= Efa} — (E{x|a-1} Flas} 
= r, +o. 


给 定 样本 x= Crit a) A 


Pz ,Ts (t= | [Pilt 


= (2r) P] [iri + 07)? 
iI 


(x, — bx)? 


1 t 
as exp { 2 ot, +o 
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从 而 对 数 似 然 函 数 为 


L, (0,03 ,02) =— Flog (an) 


= 4 X logoja 1+0) 
a 


2 ISS Gi = 62-19 
之 “Gl bar (7.1.73) 


SBIR ,L,(0,03,02 iE 0? Al 0} AER HERR. 4 A=o?/o?, MI (7. 1. 73) RAE 
为 
L,(8,2,02) = — log an) 一 Flogo 


1 Sloga + art.) 


开交 全 三 好 
> Se . (7.1.74) 


“> 


1 2) — ad > 2 
1,(,2,0%) = logo: + =) 2 loga + Aah) 


ult (a, = Or) 
+2> Soe ie (7.1.75) 


为 求 模型 (7. 1. 20) 的 参数 0.0? M o H MLE, 只 需 关于 0.o? 和 4 求 对 数 
似 然 函 数 (7. 1. 74) 的 极 大 值 . 与 此 等 价 地 ,只 需 关 于 9、a? 和 #4 求 (7.1. 
75) 的 极 小 值 . = 


sl (O,A,o2) = ar? 


zal “nS 1 十 jz ， 
故 由 
-2.71.(g,h,a) = 0 
了 (Oo = 0, 
解 得 
2 1 (a, — bri) 
02,(A,0) = IDG a fF (7.1.76) 
再 令 
1,(0,A) = infl,(6,A,o2) 一 1, (7.1.77) 
#>0 


则 由 (7.1.75) 和 (7. 1.76) 两 式 知 (7. 1. 77) 式 又 可 表示 为 
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1 
1,(0.a) = nd + Art.) 


+ 人 富生 竹中 
关于 0 和 7Y 极 小 化 1.(2,)) ,得 到 9 和 的 MLE 和 AI À, Bp 
L(A) = inf 2,0,2), 


waer 


其 中 @' CR? 为 一 开 集 . 再 根据 (7. 1.76) 式 得 到 有 的 MLE: 


(7.1.78) 


下 面 讨论 比 较 一 般 的 双重 线性 模型 参数 的 极 大 似 然 估 计 . 为 此 仍 考 
虑 双重 线性 模型 的 第 一 重 模型 为 
T,= At te 021). (7.1.79) 
假定 {94} 与 {e } 为 相互 独立 的 随机 序列 , 且 初 值 zo 与 {s，,s 之 1} 独 立 , {6,) 还 
是 正 态 白 噪声 序列 ,s,~N(0,.0?). 至 于 (7. 1.79) 式 中 {9} 所 满足 的 有 限 参 
数 模型 ,在 此 不 具体 写 出 ,而 用 更 广泛 的 形式 描述 , 即 假定 它 的 有 限 维 分 
布 被 有 限 维 参数 向 量 6 所 决定 ,9E O, OCR’ 为 一 个 开 集 . 记 
X= (Lye Tas 
= (€,,°°°,€,)"5 
p= (pg) 
利用 以 上 记号 和 假定 ,在 给 定 9 名 的 条 件 下 ,e" 的 条 件 密度 为 
So (EP (PP) = ules ,E07), (7.1.80) 
式 中 表示 维 正 态 密度 函数 ,其 均值 为 0( 零 向 量 ), 方 差 为 1,,1, 为 n 
阶 单位 矩阵 . 再 由 (7.1.79) 式 和 (7.1. 80) 式 可 知 , 在 给 定 多 和 zo 的 条 件 
下 ,x, 的 条 件 密度 为 
£0.02 (Xn lO szo) 
Sulti GPL Ts— HP L s PT 19") (7.1.81) 
最 后 ,再 由 (7.1. 81) 式 可 知 ,在 给 定 x 的 条 件 下 ,x, 的 条 件 密度 为 
ho.2 (Xq| 0) = feale ,zdF Cp pSr (7.1.82) 


式 中 FP) HAE OE O 时 95” 的 分 布 函 数 . 
给 定 的 样本 x. H (T. 1. 82) 式 求 出 x, 的 对 数 条 件 似 然 函 数 
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L,(0,0°) = logho, (xX, |x). (7. 1. 83) 
再 关于 0.0 R(7. 1. 83) 式 的 极 大 值 解 &. .02. BD 
L,(6,,6;) = sup L,(8,0°). 


9€ B.0°>0 
WRAY Ô, o By OA oA) MLE. 但 是 ,由 于 以 上 公式 的 计算 十 分 复杂 ， 
很 难 求解 8 和 0, 一 般 可 用 以 下 近似 解法 . 
为 了 求解 (7. 1. 83) 式 中 了 (6,o) 的 极 大 值 , 首 先 给 出 计算 L, (6,0) 
的 一 种 实用 算法 . 这 种 算法 是 将 (7. 1. 82) 式 右 端 对 gs n lp P ro HIK 
概率 分 布 R(g 89") 的 平均 ,用 其 样本 的 平均 代替 . 即 用 蒙特 卡 洛 方法 模拟 
产生 9 "的 个 相互 独立 的 样本 9 四,… ,9 中 ,并 使 这 和 个 相互 独立 的 样 
本 具有 共同 的 分 布 RC 所 ), 然 后 用 如 下 样本 平均 代替 (7. 1.82) 式 右 端 
的 积分 : 
İon lz) = Fee OS 20). (7.1.84) 
SORE AR PA FT BUA BE BOR dE. 
以 上 述 求 得 的 hs, Cory |zo) 作 为 ho.z (x, |zo) 的 近似 值 并 代替 (7. 1. 
83) 式 中 的 he (x, (x0) ,然后 将 依 此 计算 出 来 的 ,C9,0?) 作 为 L,(9,0*) 的 
近似 值 . 对 所 有 可 能 的 参数 oo R ,(9,o*) 的 极 大 值 ,以 此 作为 9 和 
的 MLE. 具体 步骤 从 略 . 下 面 以 模型 (7. 1. 20) 说 明之 . 记 6= (0,05) ,根据 
(7. 1. 82) 式 可 知 , 在 给 定 9 外 的 条 件 下 ,e" 的 条 件 密 度 为 


Soa? (€ |P = ulest sE 0*)) 
= ({L)Fexp!— Le 
= (去 | exp| pd (7.1.85) 


式 中 9,=0 十 7. 从 而 由 (7. 1. 82) 式 可 得 
Bo (Xal P ,Xo) 


z) |- Loe -grdh (7.1.86) 
再 注意 到 9=0 十 了 ,{7} 是 独立 同 分 布 的 正 态 随 机 序列 ， 有 一 N(0,o) ,可 
知 F(g 名 ) 为 二 维 正 态 分 布 ,其 联合 密度 函数 为 

fod §°)= (2n02)-Fexp | — yD 一 o»). (7.1.87) 


于 是 再 用 (7. 1. 82) 式 可 得 


ho, (Xn |20) 
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1x 
= | ero iexp| 一 ae 2y 一 pz) 
X (2x03) exp | — PIRG 一 am dg 
3 51 
oy 1< 
= (2x00,) fel- za yl — zi) 一 nz | 


x exp- ae Dati lan om sd (7.1.88) 
对 (7.1. 83) 式 右 端 积 分 ,经 过 繁琐 的 计算 后 ,不 难 验证 
heat (Xp|to) = (24) 7] [ Co? + oz) 
1 


x exp{— 4 Sew). (7.1.89) 
对 (7.1. 89) 式 两 端 取 对 数 ,得 x, 的 对 数 条 件 似 然 函数 


L,(8,0°) = logho, (xX, | Zo) 


一 一 log(2m) Sogo? + az?) 
— IN: G@ = Or 
j=l o + oxi 
上 式 与 (7. 1. 74) 相 同 . 按 (7. 1. 74) 式 以 下 讨论 的 估计 方法 可 直接 求 出 
MLE ,而 不 必 使 用 前 述 的 蒙特 卡 洛 方法 求 其 近似 值 . 

在 一 般 情况 下 ,(7. 1. 83) 式 的 L.(9,0 ) 是 无 法 直接 计算 的 ,而 只 能 用 
近似 方法 计算 . 所 以 其 解 也 只 能 是 近似 解 .除了 前 面 介绍 的 蒙特 卡 洛 近 似 
方法 外 ,寻找 其 他 更 有 效 的 近似 方法 也 是 有 实用 价值 的 研究 工作 . 

现在 讨论 AR (p) -ARCH(q) 模 型 参数 的 极 大 似 然 估计 ,考虑 模型 
(6. 5. 23), 即 


Li = HT, + + 4,2, + es 
e| Fi. ~ NO); (7.1.90) 
Ue = A + peli +o + Rela 
对 模型 (7. 1. 90) 的 一 组 样本 x, 二 (zi,…,z,)", 由 (6.5.24) 和 (6. 5. 25) 
RF Cro zine ,7-p+1) 的 条 件 似 然 函 数 为 


了 (9) 一 4 Mog SF AE TE NTO 
= 
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= iş|- $log A, — A (7.1.91) 
SRA A= (arp a= laa) p =(BiGr Qs > 


A diogh, 一 


EA oh 
N L ÉF a= Cay ，…ao) 的 一 阶 和 二 阶 偏 导数 为 


Ol, eX, 1 (ah, ZS 
aah, talaa (4 se 


Ph Biata ok 
3 aI oF h, “Ja oe 
ae Ja a (3. 2h) 
h \aw Dol2h da)" 


RP x = azp) 注意 到 


i 
oh [n+ Zea- œx) ] 


则 有 
ILO) _ 1 cz 1| $ 
T S3 A E a Dope } 
lp, art, 
L= 4 S18 — as) 
ic 9%, z 
-15e KMEN 
1 LSe Zag DIa teias (7.1.92 
由 (6.5. 26) 式 以 下 的 推导 知 
To= 0， 
Ñ= 15l 去 xz]， (7.1.93) 
=I s 


aL@) _ isn ile 
99 n &} 2h,\ h, 


式 中 z= (Lye? 1,…,e? ,)". 这 样 ,9 的 MLE8= (ar,97) 7 是 方程 
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ILO 
0 和 24 


的 解 . 求 上 述 方程 的 解 只 能 用 数值 迭代 法 . 比较 常用 的 方法 是 Newton- 
Raphson 方法 . 为 了 方便 , 记 

0 一 (2 
当初 始 值 = (Os ,0 与 0 比较 接近 时 , 则 有 


_ aL@) 
o= Sy 


aL@) _ = 
aa = 


e=) 


9 
aL(0) | + "SS! ILO) 
| ay 


名 300 | .2 一男 


G=I1e,ptq+tD. (7.1.94) 


39, 


记 
aL@) 3 L0) | 


2 一 [55 Dp] 


则 由 (7. 1.94) 式 有 


ô = P +IP) a). (1.1.95) 
10) B ° | 
> 


{Ia 0 
LOI 6 I } 


-1 
99 


由 于 


故 有 


于 是 由 (7. 1.95) 式 又 有 
a= a + Iaa), (7.1. 96) 
$= 9 + 1,409"), (7.1.97) 
式 中 
aL@) ... 3 L0))' 
PA da, 
aL(@) 3 了 (9) .. aL(@))' 
Ipo ` 9G,” ”39， 
a p "为 初始 值 . 由 (7. 1. 96) 和 (7. 1. 97) 两 式 得 到 如 下 迭代 公式 ， 
att? = ao + (I)a) (一 0,1,2)， 


a(a)= 


’ 


alp =| 


’ 


(7.1. 98) 
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PHO = GH + (IR) a) (k= 0,1,25). 
(7. 1. 99) 
根据 上 述 讨论 ,可 归纳 如 下 建 模 步骤 : 
第 一 步 :根据 样本 zx,…，,z, 利 用 LAR(z) 模 型 熟知 的 参数 估计 方法 
求 模型 
Ly = QT- + + a,x, + & 
的 参数 a 的 估计 , 记 为 a”. > 
eO = x, — ax, ) — Vr, (t= lye). 
(7. 1. 100) 
第 二 步 :由 于 对 任意 的 人 之 0, 有 
Eee ,= E{E {e2e?_,|F7,}} 
= E {eE {e| Zi) 
= Eea lA + peli +i + Reia) ) 
= hEe? ieli 十 + pgEe ge- + REE s 


7 (7.1. 101) 
记 7,(0) = Ee?,R,(k) = Eee, (一 0, 士 1],…)， 
则 由 (7.1. 101) 式 有 
Rk) = BRAk— 1) + + GRA — 9) + Rr(0) k> 0). 
(7.1.102) 
以 估计 值 
y (DN LS? 
7.(0)= we J 
和 Rk) = 工 D [co FLY (一 0,1 — 1) 


Gaza) 


代替 (7. 1. 102) 式 中 的 7,(0) 和 Rk), ERRE 0 WE A 
Ph = Bs Pr 
计算 
AP = B+ PEP + +A 过 一 9 十 1 2)， 


(7.1. 103) 
第 三 步 :计算 
jl go OTe 
= Ge tT Gop) 


(7. 1. 104) 
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eos =, È 
I = I5 gpt (7. 1. 105) 
其 中 =, (2% FL. 
aL(@) 1 fener 1 (le? 
IA | yo n 之 ho kL AO 1 
x (Saree ein 小 (7.1.106) 
3 工 (6) 1 1 (PF say 
59 |p. i5 去 | FO 1h20. (7. 1.107) 
第 四 步 :计算 
-con [3L aL(O))" 
TS al a a aai (7. 1. 108) 
-can [IL IL aL)" 
agos [FO a B) gor (7.1109 
根据 (7. 1. 98) 和 (7. 1. 99) 两 式 得 第 一 步 欠 代 公式 ， 
ao 一 ao + IP) aa”), (7.1.110) 
p= p” + IT ace). (7.1.11) 


BEP: RIK AR BEAT BY & AE, ZEC7. 1. 100) KR, (7. 1. 103) 式 、 
(7.1. 104) ~ (7. 1.109) 诸 式 中 ,用 相应 的 第 & 步 迭代 所 得 的 估计 来 代替 ， 
从 而 有 第 A+ AERA 

att P= a + (IP) aca”), (7.1.112) 
ot =o + IT ace). (7.1.113) 
和 迭代 直到 la 一 ao 和 9 一 9 达到 预先 指定 的 精度 为 止 

注意 ,在 上 述 估计 方法 中 ,从 理论 上 讲 并 不 能 保证 每 一 步 欠 代 都 有 
gP (=0,1，g) ,并 且 1 一 名 一 … 一 多 过 0. 一般 说 来 ,为 保证 这 些 
条 件 成 立 ,应 采用 最 优化 数值 方法 来 求 带 有 约束 的 极 大 似 然 估计 . 
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在 第 3 章 中 ,我 们 对 非 线性 时 间 序列 模型 进行 分 类 时 有 两 个 出 发 点 : 
ae EDEN 即 对 平稳 序列 {zx,} ,其 一 步 预报 为 


E{zx|z -ioz we) = P (zzz 


+ 244+ 第 7 章 模型 的 估计 


并 定义 


e = t, — Ezz T°""}, 
则 有 
Le = P (Ti T2909) + e (7.2.1) 
从 统计 分 析 角 度 看 ,由 于 实际 中 获得 的 观测 样本 总 是 有 限 的 ,因而 很 难 对 
无 穷 多 元 预报 函数 9p (zx,_1,x，,,…) 用 有 限 多 个 样本 去 建 模 . 因此 ,实际 
中 往往 是 考虑 预报 函数 9 依赖 于 xz，,,… ,zx,-, 等 有 限 个 历史 值 的 情况 , 即 
Ze = PT Lip) 十 er (7.2.2) 
以 (7.2.2) 式 作为 (7.2. 1) 式 的 近似 ,这 时 p 的 取 值 应 适当 大 . 当然 ,实际 
问题 中 的 确 存 在 预报 函数 p 仅 依赖 于 有 限 个 历史 值 的 情况 . 
模型 分 类 的 另 一 个 出 发 点 是 ,从 平稳 LARMA 模型 直接 推广 而 来 ， 
其 一 般 形式 为 
Li = PCM p 9 Lip bry 9 Erg) 十 6 (7. 2.3). 
$ 7. 1 中 介绍 的 建 模 方法 主要 是 针对 非 线 性 模型 (7. 2.2) 和 (7.2. 3), 而 且 
是 函数 yp 仅 被 有 限 个 参数 所 决定 的 情况 一 一 即 参 数 型 非 线性 模型 . 这 时 ， 
统计 建 模 的 任务 主要 是 利用 样本 估计 出 模型 中 的 未 知 参数 . 本 节 要 讨论 
模型 (7. 2. 2) 中 为 任意 函数 时 如 何 利用 样本 去 估计 9 , 即 所 谓 的 非 参 数 
估计 . 对 于 模型 (7. 2. 3) ,由 于 9 还 是 不 可 观测 的 噪声 序列 {6,) 的 函数 , 因 
此 其 估计 要 比 模型 (7. 2. 2) 更 困难 ,在 文献 中 尚未 有 成 熟 的 估计 方法 . 以 
下 仅 讨论 可 加 噪声 NLAR 模型 的 非 参数 估计 问题 , 即 
Ti 一 PCz-io…Z-o) 十 6， (7.2.4) 
式 中 {e } 为 白 噪 声 序列 ,满足 (3. 2. DR. 
设 = ，…，*z, 是 模型 (7. 2. 4) 的 一 段 样本 . 利用 这 段 样本 估计 函数 9 
有 两 种 途径 :一 是 利用 计算 机 显示 样本 (zi,…,z*) 的 图 形 ,例如 样本 数据 
对 (xz,z,_1) 在 平面 上 的 图 形 ,(x,,zx, ,zx,_:) 在 三 维 空间 的 图 形 等 ,根据 样 
Axa, 的 有 关 图 形 的 特征 ,寻找 一 个 适当 的 函数 9 作为 9 的 近似 ， 
这 一 方法 难度 大 ,不 易 实 现 . 况且 这 只 是 一 种 直观 的 探索 性 方法 , 故 在 这 
里 不 详 加 讨论 . 另 一 途径 是 利用 非 参数 回归 中 的 非 参数 方法 来 估计 
《7.2.4) 式 中 的 函数 p. 这 是 本 节 讨论 的 主要 内 容 . 
首先 ,我 们 考虑 一 阶 可 加 噪声 NLAR 模型 
Li = P (z1) +e, (7.2.5) 
这 时 ， 
P (T1) = Efri hz}. (7. 2.6) 
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为 叙述 方便 ,不 妨 假定 x 有 密度 函数 f(z), 记 g(y,z) 为 (zx,,z,-1) 的 联合 
密度 ,f(y|x) 为 给 定 rx ,= 工时 ,z' 的 条 件 密度 函数 , 则 由 (7. 2. 6) 式 有 


g (x)= Efa |z = 2} = [yfoinay 


= |yg(y,z)dy/f(z), (7. 2.7) 
RP /zx) 为 -的 边际 密度 函数 , 即 
Sæ = [|eoaady 
设 工 ，… ,zr, 是 模型 (7. 2. 5) 的 一 段 样本 ,对 每 个 z, 用 三 记 以 z 为 中 
AM h BCAA BD T= [or — Re at Me my 
Pon € 1) = [T fode. 
因此 ,P(x,_1,E1,) 可 用 l 
ale eT 
估计 . 从 而 PCzi-1E7,)/h, 可 用 
lees EL) 


估计 . 当 h, 充分 小 时 ,PCz,-1E17,)/h, 可 作为 1(z) 在 点 x 处 的 取 值 的 估 
计 . 故 选择 适当 的 正 数 h,, 取 


iw 
fla) = ah, 2a! vi EL) (7. 2.8) 
为 /(z) 的 估计 . 
类 似 地 ,| yeCy,z)dy 可 用 
LNs 
ah, Sal es E TI)z, (7.2.9) 
估计 . 这 样 ,由 (7. 2.7) 一 (7.2.9) 式 ,9 在 点 z 处 的 取 值 F (z) 可 用 
1 3 
plr) = aT Te E Tz (7.2.10) 
估计 . pa CDRA p (z) 的 局 部 条 件 均值 估计 . 令 
T(r- € 1,) = ZA 
Wale) = FE Cbe, 21) 


则 (7. 2. 10) 式 可 写成 
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Jr(z) = Swen, (7.2.12) 

r = 
WaS (= lyn), Swe) =1. (7.2.13) 
由 (7. 2. 13) sR AT HL, (7. LIDRE LEY (Wot = Leon) ERR EEA 


函数 . 若 将 样本 noesa, 中 恰好 落 入 区 间 的 那些 样本 记 为 ri，…， 
au, , 则 由 (7. 2. 11) 式 可 知 ,W。(z) 满 足 


wn =" ae (7.2.14) 
0, 


(7.2 14) 式 表明 ,用 (7. 2. 12) 式 估计 9 在 点 x 处 的 取 值 时 ,只 有 样本 
Cruruyza)ywyCzutriyze) 起 作用 , 且 每 对 样本 起 的 作用 一 样 , 而 其 余 样 
本 并 不 起 作用 . 直观 上 可 以 设想 ,为 估计 9 在 点 z 处 的 取 值 p (xz), 与 x 靠 
近 的 样本 所 起 的 作用 应 比 远离 x 的 样本 大 些 , 因 此 估计 式 (7. 2. 12) 是 合 
HH. 


令 
1,4 —-t<r<cl, 
Wa) = k- pha) 一 1 2 2 (7.2.15) 
\0， 其 他 . 
由 (7. 2.11) 式 知 
A OOS 
Wu) = fz) 
=w 3 Z4 21) G= Lyn), (7. 2.16) 
从 而 (7. 2. 12) 式 为 
p(z) = S5 三 | (7.2.17) 


由 (7.2.15) 式 可 知 ,W(x) 是 R' 上 的 一 个 均匀 密度 函数 如 果 将 W(z) 取 
为 更 一 般 的 密度 函数 , 便 得 到 熟知 的 核 回归 估计 ,其 定义 如 下 : 

仍 设 mm ，…,z, 是 来 自 模型 (7. 2. 5) 的 样本 . 设 类 (z) 是 R' 上 的 一 个 
给 定 的 概率 密度 函数 ,h, 是 一 个 与 有 关 的 常数 ,定义 


ac) = DK /| |). (7.2.18) 
ra n i = a 
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Pn DAA 9 (x) 的 核 估计 ,h, KATE KORAKA. > 
w= K{ 25 Fe Set) /Sxls ==) 


(t = 1,-4n), 
易 见 W。.(z) 满 足 (7. 2. 13) 式 , 且 


(7, 2. 19) 


Pala) 一 > Wu (a)i (7. 2. 20) 


因此 ,不 论 是 局 部 条 件 均值 估计 ,还 是 核 估计 ,都 是 一 种 权 函 数 估计 法 . 非 
参数 回归 的 权 函 数 估计 法 最 初 是 由 Stone 提出 的 ( 见 文献 [97])， 

从 (7. 2.18) 式 可 知 , 核 估计 既 同 样本 有 关 , 又 同 核 函 数 (x) HE 
h, 的 选取 有 关 . 在 给 定 样本 后 ,一 个 核 估计 的 统计 性 能 的 好 坏 , 主 要 取决 
于 核 函 数 和 窗 宽 的 选取 . 至 于 如 何 选取 A, 和 天 (z), 已 有 大 量 文献 讨论 
了 ,这 里 不 再 详 加 讨论 ,有 兴趣 的 读者 可 参阅 文献 [15]、[86]、[88] 等 . 需 
要 说 明 的 是 :对 时 间 序列 的 非 参 数 估计 进行 统计 性 质 的 研究 ,要 借助 于 相 
依 随机 变量 的 极限 理论 . 常用 的 相依 性 概念 有 两 类 :一 类 是 a- 混 合 相依 ， 
即 , 如 果 

sup ， |P(A N B) — P(A)P(B)| Sau, 


而 且 当 hoo 时 ,a 一 0， 则 称 {zz) 是 a- 混合 相依 的 . 另 一 类 是 pg 混合 相依 ， 
即 
sup ， |P(B|A) — P(B)| <@, 


THH kokt, pao, 出 称 ; Zi) FE PRS Ao th th. 两 种 相依 性 的 关系 表 
现 为 
mh YRL 
一 般 说 来 ,要 验证 一 个 平稳 序列 {z,} 是 -混合 相依 的 ,还 是 9 -混合 相依 
的 ,确实 比较 困难 .但 是 ,如 果 {z,} 是 几何 遍历 的 , 则 {z.} 一 定 是 a- 混 合 相 
依 的 , 且 w 具有 几何 收敛 速度 ( 见 文献 [42]). 
估计 模型 (7. 2. 5) 中 p (z) 的 另 一 种 方法 是 局 部 多 项 式 回归 方法 , 令 


Ste) = Dis - euk = 二 z), (7.2.21) 


RP KERRY, h 是 窗 宽 ， cER,H 
Un = F(u,), 
Fu) = Quse /Ud DD, 


.248 。 第 7 章 模型 的 估计 


Mu 一 〈Z 一 Z,-,)/h,. 

关于 e 极 小 化 SCc) HRH cC), BI 
S(e,(z)) = infS(e). 

eer 


AFREK p (z) 的 估计 : 
Pom (x) = €,(x)'F (0), (7. 2. 22) 
Pm DEH p (z) 的 局 部 多 项 式 回归 估计 . Tsybakov(1986) 及 Hardle 和 
Tsybakov(1995) 在 a- 混合 相依 下 ,证 明了 9(z) 的 渐 近 正 态 性 . 
到 此 为 止 ,我 们 讨论 了 模型 (7. 2. 5) 的 非 参数 自 回归 估计 问题 . 但 是 
无 论 从 理论 上 还 是 从 应 用 上 ,高 维 数据 的 非 参数 拟 合 都 具有 重要 意义 . 下 
面 我 们 讨论 NLAR(p) 模 型 (7. 2. 4) 中 函数 "的 非 参数 估计 问题 ,其 中 假 
定 {e} 为 白 噪 声 序列 , 即 
Li = Q (Eris Lip) + Es (7. 2. 23) 
式 中 {e} 是 白 噪 声 序列 ,满足 (3. 2. 2) 式 . 
设 xy yey, 是 模型 (7. 2. 23) 的 一 段 样本 . 条 件 均值 函数 
(Taye Lip) = E{z zs Zs) 
的 局 部 条 件 均 值 估计 是 前 面 叙述 的 (7. 2. DRP p (z) 的 条 件 均值 估计 的 
推广 .选择 9,>0, 且 当 mcc 时 ,6, 一 0. SEMAN x= (2102, ER, 


X- = (Ti Lip)” 
Al Lœ) = {i1 Si <n, E lx = xl < ô} 
N, œ) = #7,(x) = {1,(x) 中 包含 样本 rr, 的 个 数 }. 
以 
al) = WB On" (7. 2.24) 
作为 p (x) 的 局 部 条 件 均值 估计 . 


Truong 和 Stone(1992)、Tran(1993) 等 讨论 了 在 a- 混合 相依 下 的 条 
件 均值 估计 q(x) 在 工 范 数 和 工 范 数 下 的 最 优 收敛 速度 ( 见 文献 [109] 
和 [111]). Truong 讨论 了 q(x) 的 强 相 容 性 和 渐 近 正 态 性 ( 见 文献 
[110]). 

对 模型 (7. 2. 23) 中 函数 9 的 核 估计 ,也 是 前 面 同类 估计 的 直接 推广 . 
HER 上 的 核 函 数 K, (x) 及 窗 宽 h., 满 足 n 一 oo 时 ,h, 一 0. 对 任意 的 
xER’, VI 
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Kz x, 中 = 
P(x) 一 全 ere (7. 2. 25) 
DK] 


作为 g(x) 的 核 估计 . 

Auestad 和 Tjpstheim、Hardle 和 Vieu, Robinson 等 ( 见 文献 [10]、 
[62].[89]) 提 出 如 下 的 乘积 核 估 计 : 即 选 定 尺 上 的 核 函数 KOR p A 
窗 宽 参 数 h(i 二 1,…,p) ,满足 n>o0 时 ,hw 一 0 (一 1,…, 力 ). 对 任意 的 ? 
ER i y= lyy 


(7. 2. 26) 


以 aay EA p (y) 的 核 估 计 . 

关于 核 估 计 的 大 样本 性 质 ,Robinson、Hardle 和 Vieu 等 证 明了 在 a- 
混合 相依 下 , 核 回 归 估计 的 强 相 容 性 和 渐 近 正 态 性 ( 见 文献 [89]、[62])， 

在 考虑 NLAR(p) 模 型 (7. 2. 23) 的 非 参 数 估计 时 , 随 着 模型 阶 数 的 
增加 ,也 即 x= Creses ipai)” 维 数 的 增加 ,将 不 可 避免 地 过 到 “ 维 数 灾 
难 ”的 困扰 ,这 一 点 在 § 6. 3 中 已 有 过 讨论 . 因此 ,根据 实际 问题 的 需要 , 研 
究 NLAR(p) 模 型 (7. 2. 23) 的 非 参 数 估计 的 降 维 技术 ,是 一 个 倍 受 重视 
的 研究 课题 .目前 ,文献 中 提出 的 PP(Projection Pursuit) 773 3% BAW 
法 和 可 加 一 元 函数 逼近 方法 ,都 是 针对 “ 维 数 灾难 ”提出 的 . 下 面 我 们 介绍 
模型 (7. 2. 23) 中 9 (x) 的 可 加 一 元 函数 允 近 方法 . 其 思想 是 :用 一 元 非 线 
性 函数 gz) 之 和 通 近 多 元 函数 p aiee) BI 


p aiea) Set Daa). (7.2.27) 
故 称 之 为 一 元 函数 通 近 方法 . 这 样 ,可 考虑 第 3 章 中 的 NLAR 模型 
f 
z= p+ Dela) +e (7. 2. 28) 


这 时 ,统计 建 模 的 目的 就 是 利用 样本 zx,，…,z, 估计 上 式 中 的 py 和 一 元 函 
数 a(x). p Cra). FRSA Breiman 和 Friedman 提出 的 一 种 估计 
方法 ( 见 文献 [17]). 这 一 方法 称 为 交替 条 件 均值 算法 (Alternating Con- 
ditional Expectation Algorithm) ,简称 ACE 算法 . 

为 了 叙述 ACE 算法 , 先 由 (7. 2. 28) 式 得 到 
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ay) = Ejn — Dz ) lr, = y} (7. 2. 29) 
A 
把 式 中 的 z 一 Zp D 看 作 条 件 响应 变量 ,再 用 非 参数 方法 估计 e 


在 实际 应 用 中 ， 由 于 8(i 二 1,…,p) 都 是 未 知 的 ,因此 ,需要 利用 递 推算 法 
去 估计 a, 直到 所 有 信 计 都 收 全 为 止 .其 算法 可 表述 如 下 、: 

G) 令 foly) =0, ,ppol ys)=0; 

Gi) 给 定 精度 O> OPK TAG M, X m= 13) M fl k= 13 p H 
以 下 公式 迭代 计算 : 


Pin He) = Efa, — D Pm- (Tj) Nz = ya} (7.2.30) 
fa 


如 果 
pn(y) — Pom WILKE k= leh), (7.2.31) 
TPE UE AR, AR ACE 算法 ;否则 ,继续 迭代 ,直到 (7. 2. 31) 式 成 立 为 
Jk. 
在 实际 问题 中 ,用 前 面 介绍 的 一 阶 NLAR 模型 的 非 参数 估计 来 代 
赫 (7. 2. 30) 中 的 条 件 期 望 ,并 记 为 Am Con). 例如 用 核 估 计 方 法 , 则 
(7.2. 30) 式 成 为 


S| Fe 让 |- = D pe-o (2 >] 
TES 


到 此 为 止 . 我们 已 经 看 到 ,用 ACE 算法 解决 ANLAR(p) 模 型 (7. 2. 28) 中 
的 多 的 非 参数 估计 时 ,虽然 其 阶 数 >1, 但 是 却 只 用 到 一 维 非 参 数 拟 合 
的 算法 ,从 而 回避 了 “ 维 数 灾难 ”问题 . 


§7.3 ”模型 阶 数 的 估计 


在 时 间 序列 的 统计 分 析 中 ,对 参数 型 非 线性 模型 的 选择 问题 ,包含 有 
两 项 内 容 :一 是 确定 模型 的 阶 数 ,具体 地 说 ,就 是 确定 条 件 期 望 
E{z,|z1,… ,zp} 中 的 最 大 延迟 p. 二 是 确定 参数 型 非 线性 模型 的 形 
式 . 对 非 参 数 型 的 非 线性 模型 而 言 ,使 用 § 7?. 2 所 介绍 的 非 参数 方法 估计 
条 件 期 望 函 数 时 ,模型 的 选择 只 包括 确定 阶 数 的 问题 . 下 面 先 讨论 参数 型 
非 线性 模型 阶 数 的 估计 问题 . 


Gn (Yn) = + . (7.2.32) 
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在 线性 时 间 序 列 分 析 中 ,最 常用 的 ,而 且 最 有 效 的 定 阶 方法 是 AIC 
准则 方法 . 它 是 由 Akaike 首先 提出 ( 见 文献 [8]) ,其 一 般 形 式 为 
AIC= 一 2log (模型 最 大 似 然 度 ) 十 2( 模 型 的 自由 参数 个 数 ). 
以 最 小 化 上 述 准 则 函数 的 解 作为 模型 阶 数 的 估计 . 这 是 一 个 很 广泛 的 准 
则 , 它 已 被 用 于 统计 学 的 许多 邻 域 . 在 线性 时 间 序 列 分 析 中 ,主要 用 于 确 
定 模型 阶 数 和 模型 的 变 元 选择 . 例如 对 LAR 模型 ,AIC 准则 的 形式 为 
AIC(k) = logo? + 2k/n, (7.3.1) 
其 中 避 是 用 某 种 估计 方法 对 & 的 残 差 方差 的 估计 ,而 且 是 拟 合 LARCk) 
的 模型 的 拟 合 残 差 的 方差 . 但 是 ,最 小 化 (7. 3. 1) 式 确定 的 阶 数 估计 不 具 
有 相 容 性 ( 见 文献 [95]) ,而 且 在 理论 上 还 表明 :AIC 准则 方法 往往 给 出 偏 
高 的 估计 . 因此 文献 中 给 出 一 些 AIC 准则 的 改进 形式 ,例如 
BIC(k)= logo} + cklogn/n, (7. 3.2) 
o (k)= loga; + cklog logn/n, (7. 3. 3) 
它们 所 确定 的 阶 数 都 是 真 阶 的 相 容 估计 ( 见 文献 [3] 和 [59]). 以 上 定 阶 准 
则 同样 可 以 用 于 参数 型 非 线性 模型 . 下 面 通过 门限 自 回 归 模型 介绍 其 阶 
数 的 估计 方法 . 
考虑 如 下 门限 自 回归 模型 


Pi 
Pot D Poti + Eus Ñ Tia Kri 
n= j (1.3.4) 
: 
Po + Deity H Eus Mare >r, 
A 


其 中 自 回归 系数 AG=0, 1, pDA p G=0,1, p ARARA F 
Bil (e) PEET. 1. 6 的 假定 . 

设 zi ,…，z, 是 模型 (7. 3. 4) 的 一 段 样本 ,利用 例 7. 1. 6 所 述 的 估计 方 
法 ,在 给 定 乌 和 入 下 ,分 别 估计 出 模型 (7. 3. 4) 的 两 个 子 模型 的 残 差 方 
差 ， 


qo G=1,2), (7.3.5) 
RP Qn Ô, Al n, 的 定义 见 例 7. 1. 6. 这 时 相应 于 每 个 子 模型 的 AIC 统计 
量 分 别 为 

AIC(p,)= logo}, + 2p, + 1)/m, 

AIC(p,)= loge}, + 2(p: 十 1)/m. 


对 于 预先 给 定 的 模型 阶 数 的 上 界 工 ,分 别 关于 户 和 ps 极 小 化 AICCp,) 和 


+ 252+ 第 7 章 模型 的 估计 


AIC (p2) BPR Pp. 和 p:, 使 得 
AIC, )= min AICC), 
SASL 


AIC(~,)= min AIC(p,). 
iSp<L 


由 此 得 模型 (7. 3. 4) 的 阶 的 估计 AA po. 
将 上 述 AIC(p,) 和 AIC(p,) 换 成 BIC(p1) 和 BIC(p.) ,同样 可 得 到 模 
型 (7. 3.4) 的 阶 的 估计 . 
现在 讨论 非 参数 型 非 线 仁 时 间 序 列 模型 的 定 阶 问 题 . 按 一 步 预 报 性 
质 , 非 线性 时 间 序 列 模型 可 表 为 (7. 2. 1) 式 的 形式 , 即 
L, = (TiN20°") Hes (7.3.6) 
其 中 e 和 9 与 (7. 2. 1) 式 含义 相同 . 当 9 为 非 参 数 型 函数 时 ,模型 (7. 3. 6) 
为 非 参数 时 间 序 列 模型 . 在 实际 数据 分 析 中 , 常 假定 预报 函数 仅 依赖 于 有 
限 个 历史 值 ,如 (7. 2. 2) 式 的 形式 , 即 
L, = P (Eii Lp) F es (1.3.7) 
其 中 
PCa 908 Zep) = B(T | Eit Tp} 
= Efax, |i stitt). 
由 于 实际 建 模 时 ,并 不 知道 模型 (7. 3. 7) 的 阶 数 . 这 时 ,自然 要 问 ,应 根据 
什么 原则 来 估计 阶 数 p 呢 ? 一 种 较 直观 的 想法 是 :在 使 得 一 步 预报 误差 
方差 达到 最 小 值 的 p 中 选择 最 小 者 .具体 地 说 , 令 p 为 模型 (7. 3.7) 的 真 
阶 , 它 是 未 知 的 . HS 


ek)= x, — E{z|r ,Tr)}, (7. 3. 8) 
o(k)= Efe(k)}? 
= Ela, — E{z |215 rtia}. (7. 3. 9) 


显然 ,对 RDA PKP), EH OI Er. 按 上 述 直 观 的 想法 ， 
当 R<p Bt 0? (k) 0 (p) PLA ARLE k< ps k>p Bt .07(p) =0'(k), 
所 以 也 不 应 当选 二 p. Ra RABE k= p. 

Cheng 和 Tong( 见 文献 [35]) 对 模型 (7. 3. 7) ,提出 了 一 种 相 容 的 定 
阶 方法 , 称 为 Cross-Validation 方法 . 

对 模型 (7. 3. 7) 的 一 段 样本 risit a D xk) 5 (reo tea) E 
x 

CV(E) 一 Á > — (x(k) PWx(R)), (7.3.10) 
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其 中 9_, 是 去 掉 第 上 个 数据 zx 后 ,对 自 回归 函数 p 的 核 估计 ,注意 其 阶 数 
户 用 尝试 阶 数 和 代替 ,其 估计 为 


SI 
SK) 


Bie 


(7. 3.10) 式 中 W 为 适当 选取 的 非 负 权 函 数 . 对 预先 给 定 的 模型 (7. 3. 7) 
阶 的 上 界 工 ,在 {1,2,…, 工 ) 上 极 小 化 CV(&) ,这 时 模型 阶 的 估计 A 满足 
CV(p) = min CVG). (7.3.11) 
Cheng 和 Tong 证 明了 在 适当 的 条 件 下 ,由 (7. 3. 11) ORGAN p HE 
真 阶 户 的 相 容 估计 . 
在 本 节 结 束 前 ,简单 讨论 一 下 关于 参数 型 非 线 性 时 间 序列 模型 的 类 
型 判别 问题 . 由 于 非 线性 时 间 序 列 模型 的 种 类 繁多 ,如 见 第 3 章 所 述 ,解决 
类 型 判别 问题 很 难 . 即使 限定 适当 的 类 型 范围 ,例如 只 考虑 可 加 噪声 
NLAR 模型 ,这 仍 是 很 困难 的 问题 . 因为 一 般 可 加 噪声 NLAR(p) 模 型 的 
形式 为 
Ze = P (T1998 Lip 39) 十 6， (7. 3. 12) 
其 中 p 是 仅 依赖 有 限 参 数 向 量 9 的 参数 型 自 回归 函数 . 可 想 而 知 ,其 可 能 
的 类 型 有 多 么 广泛 . 在 线性 情况 下 , 当 p 已 知 时 ,9 的 函数 类 型 就 完全 确 
定 了 ,没有 什么 选择 问题 . 而 在 非 线性 情况 下 ,不仅 存在 选择 类 型 的 问题 ， 
而 且 是 实际 应 用 者 非常 关心 的 问题 . 然而 ,目前 尚 无 有 效 方法 解决 这 一 问 
题 . 在 此 ,我 们 推荐 几 种 现实 的 方法 如 下 : 
一 种 是 从 实际 背景 中 确定 函数 类 型 ,例如 指数 型 自 回归 模型 来 自 振 
动 的 物理 背景 . 
另 一 种 方法 是 :用 图 形 方法 观察 数据 zx,,…,z, 的 低 维 结构 . 如 在 
$ 7. 2 中 提 到 的 ,观察 (zz-,) (t= 二 1,2,…,n) 在 二 维 平面 上 的 趋势 ,以 
猜测 p 的 可 能 类 型 . 这 种 方法 只 能 用 于 低 阶 情况 ,但 它 能 发 挥 研究 者 的 观 
察 判断 能 力 . 
最 后 一 种 是 : 当 我 们 对 9 的 类 型 有 初步 认识 或 猜测 时 ,例如 有 了 一 个 
或 两 个 重点 选择 的 模型 时 ,可 用 第 6 章 中 的 假设 检验 方法 对 它们 逐一 检 
验 , 选 出 能 接受 的 模型 类 型 . 


第 8 章 
非 线性 时 间 序 列 与 相关 领域 的 联系 


非 线性 时 间 序 列 分 析 与 近代 某 些 热点 研究 领域 有 密切 联系 ,联系 的 
纽带 就 是 非 线性 性 . 从 广义 上 说 ,它们 都 是 属于 非 线性 科学 的 分 支 领域 . 
本 章 要 简 述 非 线 性 时 间 序 列 与 混沌 分 形 几何 和 神经 网 络 等 领域 的 联系 . 


§ 8.1 非 线 性 时 间 序 列 与 混沌 


在 许多 学 科 领 域 ,混沌 已 成 为 被 非常 关注 的 研究 方向 ,比如 在 物理 、 
力学 .生物 ,经济 等 领域 ,此 外 还 包括 数学 和 统计 学 领域 . 在 不 同 的 领域 
中 ,混沌 的 含义 和 研究 方法 有 所 不 同 ,以 至 对 混沌 的 概念 尚未 有 统一 的 定 
义 .尽管 如 此 ,混沌 的 起 源 是 与 “ 非 线 性 ”分 不 开 的 . 

在 数学 领域 中 , 非 线性 微分 方程 和 非 线 性 差分 方程 都 是 描述 非 线性 
动态 系统 的 重要 分 支 学 科 ,因此 ,它们 必然 涉及 混沌 概念 . 而 非 线 性 时 间 
序列 与 非 线性 差分 方程 有 着 直接 的 密切 联系 ,所 以 也 必然 与 混沌 有 联系 . 
在 这 一 节 所 叙述 的 混沌 与 时 间 序 列 的 联系 ,只 涉及 离散 动态 系统 中 的 混 
沌 概念 . 为 了 突出 介绍 混沌 概念 与 时 间 序 列 的 联系 ,本 节 仅 讨论 一 维 动态 
系统 中 的 混沌 概念 . 


一 、 一 维 非 线性 动态 系统 的 复杂 性 

在 介绍 一 维 非 线性 动态 系统 的 复杂 性 时 ,我 们 限于 取 值 在 [0,1] 区 间 
上 的 系统 . 将 要 介绍 的 混沌 概念 ,就 是 起 源 于 非 线 性 系统 的 复杂 性 . 在 第 
2 章 中 ,我 们 已 经 看 到 了 非 线性 系统 比 线性 系统 复杂 得 多 . 在 那里 引进 了 
吸引 元 、 吸 引 域 和 吸引 元 的 稳定 性 等 概念 ,以 刻 划 非 线性 系统 的 复杂 结 
构 . 还 通过 若干 非 线性 系统 的 例子 展现 出 这 些 概念 所 具有 的 丰富 多 彩 的 
内 容 . 在 此 我 们 将 从 另 一 角度 描述 非 线性 系统 的 复杂 性 ,同样 表现 出 富有 
诱惑 力 的 结构 特征 . 这 些 内 容 与 即将 介绍 的 混沌 概念 有 着 更 直接 的 联系 . 

现在 讨论 从 [0,1] 到 [0,1] 的 变换 gp , 仍 使 用 前 几 章 的 记号 表示 由 9 
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所 决定 的 动态 系统 , 即 
{z=9(71) (G1); 
(ao € [0,1]. 
并 以 q(x) 表示 从 =r HR. RERE n BE. 

对 于 某 些 函 数 9 而 言 , 当 z 和 适当 靠近 时 , 随 着 的 不 断 增 大 ， 
%(z) 和 9p(y) 可 以 任意 接近 .确切 地 说 ,对 于 任意 给 定 的 63>>0, 存 在 e>0 
和 no, 使 得 当 |z 一 y|<e BY A 

lgl) — py) <6, 4 n 2n. (8.1.2) 
Hm, 4 p (r)=ar, H la| <1 HM gr) =r, Ai 

lal) — Cy] <S lal” Ir — yl. 
由 此 可 见 , 对 于 给 定 的 OOH s=g,mo=1, 则 由 上 式 立 刻 得 知 (8.1.2) 
式 成 立 . 

但 是 ,许多 非 线 性 系统 不 具有 上 述 的 性 质 . 换言之 ,无 论 两 个 不 同 的 
初始 值 z 和 y 如 何 接近 ,从 它们 出 发 的 迁 代 序列 G(x) Al ay) BEE n 
的 增 大 并 不 能 任意 靠近 . 这 一 特征 被 泛称 为 系统 (8. 1. 1) 对 初 值 是 灵敏 
的 ,或 简称 为 初 值 灵 效 , 其 严格 定义 如 下 : 

定义 8.1.1 系统 (8.1.1) 被 称 为 初 值 灵 教 的 ,如 果 存在 > 使 得 
对 任意 zE[0,1] 以 及 z 的 任意 一 个 领域 V(z) ,总 存在 yEVY(z) 和 正 整 
An Elaa) aly) l>. 此 时 又 称 ? 是 初 值 灵敏 的 

例 8.1.2 考虑 (2. 2. 13) 式 所 确定 的 系统 (8. 1. 1), 即 

x, = 2zx,,mod(1) (t>1); 
lzo € [0,1]. 


为 了 说 明 此 系统 中 的 p (z)=2zmod(1) 是 初 值 灵 敏 的 , 取 6 一 二, 并 先 考 


(8.1.1) 


(8.1.3) 


B= SUBS fh a 
"= 人 -让 < 国 9 
TE y= 2+ Ey| 1) , 则 由 C8.1.3) 式 知 ,m [二 ] <0 对 每 个 


之 1 成 立 ;而 y LAM. AMPER ARE BOOKED. 于 是 
有 无 穷 多 个 满足 下 式 ， 


1 
|n(+|-acr|= eo> =4 
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这 就 表明 , (8. 1. 2) 式 不 能 成 立 . 
对 于 z 一 二 的 其 他 领域 , 依 类 似 方法 仍 可 证 明 (8. 1. 2) 式 不 能 成 立 ， 


只 要 选取 y 为 足够 靠近 立 的 无 理 数 即 可 证 明 此 结论 


对 于 xE[0,1], 在 z 关 记 时 , 仍 可 仿照 上 述 推理 证 明 (8.1. 2) 式 不 能 
RL. XK BAB BR. 

例 8.1.3 考虑 (8.1.1) 中 的 p (2) =sintz/2,r€ [0,1]. AM (0) 
=0,9(1)=1, MAMER rE (0,1), 从 zo 出 发 由 yp 和 迭代 次 的 值 
9 (zo) 满 足 

limg, (x) =1. 
由 此 可 知 ,此 例 中 的 p 不 具有 初 值 灵敏 性 ,或 者 说 ,yp 不 是 初 值 灵敏 的 . 

例 8.1.4 考虑 (8.1.1) 式 中 的 p 为 如 下 函数 ， 


2z, 40<z2<4, 
e@y=sar-1+, wler<3, (8.1.4) 
z 4 Bt n 
2z 一 1 ， 33<z<1. 


不 难看 出 ,上 式 中 的 9 是 初 值 灵 敏 的 ,论证 的 方法 与 前 面 例 8. 1. 2 相似 , 
但 是 , 例 8. 1, 2 和 例 8. 1. 4 中 的 pg 有 一 种 本 质 性 的 差别 . 为 说 明 这 种 差别 
先 要 引进 如 下 记号 , 记 ACL0,1] 为 一 子 集 ,并 记 4 的 象 集 为 
ọ (A) = {y:y = p (1),x € A}. 
易 见 ,由 (8. 1. 4) 式 定义 的 9 满足 
1 
[z] 


([o2]}=[>2} eliza] 
现在 可 以 指出 (8. 1. 3) 式 和 (8. 1. 4) 式 中 的 9 有 何 区 别 了 . 对 于 (8. 1. 3) 式 
中 的 9 而 言 , 它 不 满足 上 式 ,反而 满足 


o( [oF = 0003 
而 (8. 1. 4) 式 中 的 8 却 不 满足 上 式 . 实际 上 ,系统 (8. 1. 4) 可 以 分 别 限制 在 
上 ,二 ] 和 [去 ,1] 两 个 子 区 间 上 而 形成 两 个 独立 系统 . 但 是 系统 (8. 1. 3) 


不 能 作 如 此 分 解 . 
为 了 描写 上 述 非 线性 系统 之 间 的 差异 ,需要 给 出 如 下 的 定义 : 
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定义 8.1.5 ZAG. 1 DERIK EH, MRO. PH ER 
个 开 集 U 和 VV, 存 在 正 整数 使 得 g(U) 个 p(V) 是 非 空 的 .此 时 也 称 p 
AB EH. 

粗略 说 ,系统 (8. 1.1) HEN MRS RSE BE pCa) n>) 
将 走 遍 [0,1] 中 的 各 个 角落 ,至 少 对 几乎 所 有 的 (在 Lebesgue 测度 意义 
下 )zo=zE[0,1] 是 这 样 的 . 不 难 验 证 ,系统 为 瞬 变 的 充分 必要 条 件 是 , 存 
在 zx€E[0,1], 使 得 zo=z Rigg (x) n>1} A101] POMBE R. 

按 定义 8.1.5 重 新 考查 例 8. 1. 2 和 例 8. 1.4 可 知 ,(8. 1.3) 式 中 的 9 
是 瞬 变 的 ,而 (8. 1. 4) 式 中 的 9 不 是 瞬 变 的 . 由 此 可 见 , 瞬 变 的 概念 描述 了 
以 上 两 个 ?的 某 种 本 质 的 差别 . 

非 线性 系统 的 复杂 性 ,还 表现 在 它们 的 极限 环 方面 , 当 系 统 中 的 为 
连续 函数 时 ,其 复杂 性 还 可 表现 在 其 周期 解 方面 . 为 了 说 明 这 一 点 ,我 们 
将 讨论 以 下 的 一 个 特殊 的 例子 . 

例 8.1.6 考虑 如 下 的 变换 ,又 称 Logist 变换 : 

g(r) = az(l — z), z € [0,1], (8.1.5) 
其 中 参数 a 满足 0<a<4. 显然 ,p 是 从 [0,1] 到 [0,1] 上 的 连续 变换 . 根据 
第 2 章 所 述 ,由 (8.1.5) 式 的 p 所 决定 的 系统 (8. 1. 1) 的 极限 点 和 极限 环 
同 o 的 不 动 点 和 周期 解 分 别 重合 . 我 们 仍 把 不 动 点 看 作 周 期 为 1 的 周期 
解 ,下 面 讨 论 (8. 1. 5) 式 中 9 的 周期 解 与 系数 a 的 关系 . 

(i) 当 0<a<l 时 , 易 见 pq (z)= 工 有 唯一 解 , 即 8 (0) =0. 此 解 是 9 
的 周期 为 1 的 周期 解 ,按照 第 2 章 中 关于 吸引 域 的 定义 , 易 知 不 动 点 {0} 
的 吸引 域 为 [0,1], 从 而 p 不 再 有 其 他 周期 解 (参见 性 质 2. 2.15). 

Gi) 当 1<a<3 时 ,yp (zx)=azr(1 一 z)=zx 有 两 个 解 , 即 z=0 或 += 
(a 一 1)/a. 不 难看 出 ,不 动 点 {0} 只 吸引 {0} 和 {1} 两 个 点 ,而 {(a 一 1)/a} 
的 吸引 域 为 (0,1). 由 此 可 见 ,此 时 p 没有 其 他 吸引 元 . 换言之 ,此 时 的 p 
仍然 只 有 周期 为 1 的 周期 解 ,与 情况 Gi) 相 比 ,其 个 数 多 了 1 个 , 即 {0} 和 
{(a 一 1)/a} 都 是 9 的 周期 为 1 的 周期 解 . 

Gii) 4 3 过 a<1 十 V6 时 ,z=0 和 (a 一 1)/a 仍 是 9 的 两 个 不 动 点 ， 
但 是 {0} 只 吸引 {0} 和 {1} 两 个 点 ,{(a 一 1)/a} 只 吸引 其 自身 .所 以 9 必 有 
其 他 吸引 元 . 考虑 a(x) =e (9p (x)), 并 求 其 不 动 点 之 解 , 即 求解 

Q(z) = afaz(l — x)}{1 —ar(l— z)} = z. (8.1.6) 
上 式 为 一 元 四 次 方程 ,可 写 为 
at + at’ + az’ + ax + a, = 0. (8.1.7) 
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显然 ,9 的 不 动 点 也 必 是 p 的 不 动 点 ,所 以 有 


BO) = p (9 (0)) = 05 p| 7 1) = olo 2) e=, 


(8.1.8) 
WRB AA A, =0,2,=(a—1)/a 是 (8.1.7) 的 两 个 根 .于 是 综合 以 上 三 式 
可 得 如 下 一 元 二 次 方程 
ËP 十 (如一 2)asr 十 ai(1 一 2) 十 0 一 0. 

由 此 式 得 到 (8. 1. 6) 式 的 另外 两 个 根 为 

A= (a +1 + (a — 2a — 3)?}/2a, 

A= {a +1 — (a? — 2a — 3)7}/2a. 
在 3<a<1+ VER, ARM AFA, TA p AD=Are AD =A. 这 些 事实 
FEAR (A ALE p RUM 2 的 周期 解 . 再 利用 推论 2. 3. 20 不 难 验证 ,此 
周期 解 为 稳定 的 ,而 且 其 吸引 域 为 [0,1]\N{0, (a 一 1)/a,1}, 即 除去 {0}、 
{Ca 一 1)/a} 和 {1} 以 外 的 其 余 [0,1] 中 各 点 都 被 吸引 . 

(iv) 当 1 十 V6<<a<4 时 ,z=0 和 (a 一 1)/a 仍 是 9 的 两 个 不 动 点 . 
PAST Comer tee A TREMA 2 sence 
此 先 介绍 自然 数 {1,2， ri 

3, 55 7° 

2.3, 245, 270 
2243, 2245, eT 
2° 3, 2 "5, 2 7,“ 


e2521, 2,2,2,1. 
任 给 一 个 自然 数 ， 例如 28, 此 数 可 唯一 地 分 解 为 28 一 2。7, 于 是 自然 数 
28 在 以 上 的 Sarkovskii 序 中 找到 其 位 置 ， 即 在 第 三 行 左 起 第 三 个 位 置 ， 
是 2.7=28. 换言之 ,在 上 述 排序 中 的 第 一 行 , 即 全 体 奇数 排序 ,以 及 第 
二 行 一 全体 2 倍 的 奇数 ， 和 第 三 行 中 的 前 两 个 数 22。，3 和 2:，5, 它 们 
都 在 自然 数 28 的 前 面 , 其 余 自 然 数 都 在 28 的 后 面 . 又 如 自然 数 16=2', 
它 在 Sarkovskii 序 的 倒数 第 5 位 . 以 上 的 排序 被 称 为 Sarkovskii 序 , 因 为 
他 证 明了 :从 [0,1] 到 [0,1] 上 的 连续 变换 9 ,如 果 具 有 周期 长 度 为 m 的 
周期 解 , 则 按照 Sarkovskii 序 排 在 m 之 后 的 任何 自然 数 n,9 必 有 长 度 为 
n 的 周期 解 . 

将 Sarkovskii 序 用 到 例 8. 1. 6 中 来 ,并 继续 我 们 的 讨论 ,可 以 发 现 随 
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着 (8.1.5) 式 中 的 a 值 不 断 增 大 ,9 的 周期 解 的 个 数 ,特别 是 不 同 长 度 的 
周期 解 的 个 数 将 单调 增加 . 例如 在 O<a<3 时 ,? 只 有 周期 长 度 为 1 的 周 
期 解 ,在 3<a<1+ 6 时 ,p 有 周期 长 度 为 1 和 2 的 周期 解 . 当 a 再 增 大 
时 ,如 增 大 至 某 个 a 时 , 则 pg 有 长 度 为 1.2 和 2=4 的 周期 解 . 依 此 类 推 ， 
直到 a 增 大 到 a. = 3. 56994… 时 ,9 拥有 长 度 为 1,2,2:,23,… 的 各 种 长 度 
的 周期 解 . 当 a 超过 -而 继续 增 大 时 ,9 的 周期 解 仍 会 增加 . 直至 a 增 大 
Bl a’ 二 3.839… 时 ,yp 具有 长 度 为 3 的 周期 解 ,按照 Sarkovskii 的 前 述 结 
Rop 具有 长 度 为 任何 自然 数 的 周期 解 . 

讨论 至 此 ,关于 p 的 周期 解 仍 有 许多 问题 . 例如 , 当 参 数 a 变 大 时 , 具 
有 相同 长 度 周期 的 周期 解 的 个 数 如 何 变 化 的 问题 . 又 如 ,对 于 指定 的 a,p 
的 周期 解 中 哪些 是 稳定 的 ? 其 吸引 域 是 什么 ? 这 些 问题 有 的 容易 解决 ,有 
的 仍 待 解决 .这 里 不 逐一 讨论 了 ,我 们 仅 指 出 : 当 a=4 时 ,9 的 值 域 才 是 
[0,1j, 而 且 9 的 任何 周期 解 都 不 是 稳定 的 ,事实 上 ,[0,1j 是 yp 的 最 大 吸 
引 元 ,而 且 其 吸引 域 也 是 [0,1]. 下 文 将 指出 ,此 时 的 9 是 混沌 变换 

在 这 一 小 节 最 后 顺便 指出 ,上 面 提 到 的 Sarkovskii 的 结果 只 适用 于 
所 有 连续 变换 p ,而 不 限于 (8. 1. 5) 式 中 的 9 变换 ,但 是 对 于 不 连续 变换 
并 不 适用 . 例如 ， 


[3 
3， 

si 
2 r= gi 
9 (z) =43 
0, 
z, 其 他 ze [0,1]. 


易 见 ，| 9, 二 ,全 | 是 9 的 周期 解 ,其 周期 长 度 为 3 但 是 ?没有 其 他 周期 
fe. 


二 、 混 沌 与 随机 性 

如 前 所 述 ,吸引 集 ,吸引 域 和 稳定 性 等 概念 能 够 描述 非 线性 动态 系统 
的 某 些 结构 的 特征 . 但 是 , 当 吸 引 集 只 包括 有 限 个 点 时 ,显然 ,根据 前 一 小 
节 的 定义 8. 1. 1 和 定义 8. 1. 5, 这 样 的 系统 不 具有 初 值 灵 敏 性 和 瞬 变 性 ， 
由 此 可 见 ,前 一 小 节 的 初 值 灵敏 性 和 瞬 变 性 ,是 刻画 非 线 性 系统 结构 特征 
的 另 一 类 重要 的 概念 . 而 且 我 们 将 看 到 ,这 些 概念 与 混沌 有 密切 的 联系 . 

说 起 混沌 概念 , 它 起 源 于 人 们 对 某 些 非 线性 动态 系统 的 惊奇 发 现 ,而 
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不 是 研究 非 线 性 系统 理论 时 必须 引入 的 抽象 概念 . 例如 ,在 用 非 线 性 微分 
方程 描述 流体 现象 时 ,一 个 非常 简单 的 确定 性 动力 系统 , 却 可 以 产生 无 法 
预测 的 行为 ,就 像 随机 过 程 所 呈现 出 的 特征 . 这 种 惊奇 的 发 现 ,引起 了 许 
多 物理 生物、 经 济 以 及 统计 方面 的 学 者 们 的 关注 (如 见 文献 [31] 和 
[41]). 这 种 确定 性 系统 ,所 表现 出 随机 性 态 的 现象 不 仅 在 流体 力学 研究 
中 出 现 ,在 其 他 领域 同样 存在 . 然而 ,在 此 类 现象 中 的 “随机 性 态 ” 并 不 是 
有 明确 含义 的 术语 ,所 以 在 用 混沌 概念 描述 这 类 现象 时 ,出 现 了 不 同 含义 
的 混沌 定义 . 以 下 将 简单 介绍 几 种 不 同 的 混沌 定义 . 

定义 8.1.7 设 9 为 从 [0,1] 到 [0,1] 上 的 变换 ,9 HAIR E: 

O 9 是 初 值 灵 敏 的 ; 

Gi) ?是 瞬 变 的 ; 

GD p 的 周期 解 的 点 集 全 体 在 [0,1] 中 稠密 . 

满足 上 述 定义 的 函数 9 ,可 称 为 混沌 变换 . 由 它 决定 的 动态 系统 
(8.1. 1) ,表现 出 不 可 预测 性 ,不 可 分 解 性 ,但 又 有 一 定 的 规律 性 ,这 些 都 
与 随机 过 程 的 性 态 相 似 . 以 上 定义 对 于 连续 和 非 连 续 函 数 都 适用 . 实际 
上 ,上 述 定义 还 可 推广 到 更 广 的 情况 ,例如 9 为 有 界 集 DD 到 D 上 的 变换 ， 
又 如 9 为 多 元 变换 函数 等 ,这 里 不 作 全 面 讨论 了 . 下 面 给 出 另 一 种 混沌 的 
EX. 

定义 8.1.8 设 9 为 从 [0,1] 到 [o,1] 上 的 变换 ,如 果 p 是 连续 的 ,而 
且 有 长 度 为 3 的 周期 解 , 则 称 9 为 混 汪 的 . 

为 了 说 明 此 定义 与 “随机 性 态 ” 有 联系 , 先 引入 如 下 的 符号 序列 的 定 
义 . 仍 以 p(x) 表示 从 zo 二 xzE[0,1] 出 发 ,由 9 迭代 步 的 取 值 ,以 y K 
示 与 g(z) 相 应 的 符号 序列 , 即 

yn = 04 A) <E; y= 14RD) Se. 

这 里 的 常数 c 是 (0,1) 中 的 某 个 值 ,例如 c 一 立 . 在 例 8.1.6 中 ,如 果 9 具 
有 长 度 为 3 的 周期 解 , 即 (8. 1. 5) 式 中 的 参数 a 二 3. 839… 时 , 则 对 任意 长 
度 为 无 穷 的 0 一 1 序列 , 均 可 找到 [0,1] 中 的 适当 的 初 值 xs=z, 使 得 由 
8(z) 决 定 的 符号 序列 {y。} 与 指定 的 0 一 1 值 序列 相 重 合 . 此 事实 表明 ,由 
变换 9 产生 的 和 迭代 序列 所 决定 的 符号 序列 全 体 与 Bernoulli 试验 所 产生 
的 0 一 1 值 序列 相 重合 . 这 便 是 定义 8. 1. 8 所 表现 出 的 “随机 性 态 ” 显然 ， 
它 比 定义 8.1.7 所 表现 的 “随机 性 态 ” 简 单 且 间接 . 

我 们 还 将 用 概率 方法 给 出 第 三 种 混沌 的 定义 . 为 此 , 先 介 绍 动态 系统 
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的 不 变 分 布 和 遍历 性 概念 . 现在 将 系统 (8. 1.1) 看 作 如 下 的 随机 变量 的 迭 
代 系 统 , 即 


z, = 9z) 人 之 1)5 
a ae (8. 1.9) 
RP Fo 为 [0,1] 上 的 某 个 概率 分 布 , 初 值 re 为 服从 Fo SPA HY ELE. 
于 是 由 (8. 1.9) 式 迭代 产生 的 序列 {z,,t 宇 0} 是 一 串 随机 变量 序列 ,它们 
的 分 布 记 为 ,FF ,… ,显然 x, 的 分 布 F 是 被 p Fo 唯一 决定 的 . 

定义 8.1.9 概率 分 布 F 被 称 为 (8.1.9) 式 中 变换 p 的 不 变 分 布 ,如 

£4 ro 服从 下 分 布 时 ,z= 二 pg (zo) 也 服从 分 布 F. 从 而 所 有 oc, 都 服从 分 

,所 以 也 被 称 为 系统 (8. 1. 9) 的 不 变 分 布 . 

定义 8.1.10 区 间 [0,1] 中 的 子 集 4 被 称 为 变换 pg 的 不 变 子 集 , 如 
果 4 的 象 集 p (4)= 4. 

定义 8.1.11 设 F 为 p 的 不 变 分 布 , 称 下 为 遍历 的 ,如 果 对 任何 p 
的 不 变 集 4, 必 有 Pr(4)=0 或 1, 这 里 的 Pr 为 由 概率 分 布 玉 在 [0,1] 上 
决定 的 概率 测度 . 换言之 , 若 zo~F, 则 Pe(A)=P (aE Ad. 

定义 8.1.12 称 系统 (8. 1.1) 中 的 9 是 混 浅 的 ,如 果 

G) 9 是 瞬 变 的 ; 

GD pg 有 一 个 遍历 的 分 布下 , 它 与 [0,1] 上 的 Lebesgue 测度 是 相互 绝 
对 连续 的 . 

以 上 定义 的 混沌 概念 与 随机 概念 的 联系 是 直接 的 ,具有 遍历 分 布 忆 
的 变换 p 有 如 下 的 性 质 : 

性 质 8.1. 13 ”如果 2P 有 不 变 分 布 已 ,而 且 下 是 遍历 的 , 则 对 于 任何 
关于 分 布下 为 可 测 的 函数 g, RE g 关于 分 布 是 绝对 矩 有 穷 的 , 必 有 


tim 二 > Dea) = fewa, a.s. zo (8.1.10) 


其 中 *a.s. a ABH IL 乎 所 有 的 ( 依 Lebesgue 测度 )zoE [0,1] 而 言 的 . 
现在 讨论 两 个 例子 :首先 考虑 例 8. 1. 2 中 的 9 (z) 王 2zmod(1). 经 过 
简单 而 直接 的 验证 可 知 ,[0,1] 上 的 均匀 分 布 是 此 变换 的 不 变 分 布 . 如 果 
A 是 9 的 不 变 子 集 , 不 难 验证 ,4 的 Lebesgue 测度 (A) 二 0 或 1, 从 而 可 
知 [0,1] 上 的 均匀 分 布 是 遍历 的 分 布 . 又 因 [0,1] 上 的 均匀 分 布 与 [0,1] 上 
的 Lebesgue 分 布 是 相同 的 ,从 而 必 相互 绝对 连续 . 综 上 所 述 可 知 ,? 是 在 
定义 8. 1. 12 意义 下 为 混沌 的 . 另外 ,前 面 曾 指出 , 例 8. 1. 2 中 的 ?是 初 值 
灵敏 的 . 不 难看 出 ,p 的 周期 点 在 [0,1] 中 是 稠密 的 ,所 以 也 是 按 定义 
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8.1. ?为 混沌 的 . 但 是 由 于 9 不 是 连续 函数 ,所 以 谈 不 上 按照 定义 8. 1. 8 
所 定义 的 混沌 问题 . 

再 考虑 例 8. 1. 6 中 的 p 一 4z(1 一 z), 即 参数 a=4 的 情况 . 使 用 直接 
验证 不 难看 出 ,Bata(0. 5,0. 5) 分 布 为 9 的 一 个 不 变 分 布 , 它 与 [0,1] 上 的 
Lebesgue 分 布 也 是 相互 绝对 连续 的 . 同样 可 以 验证 此 分 布 是 9 的 遍历 的 
不 变 分 布 . 从 而 p 在 定义 8. 1. 12 意义 下 是 混沌 的 . 但 是 当 3. 839…<a<< 
4 时 ,p (z)=az(1 一 z) 在 定义 8. 1.12 意义 不 是 混沌 的 ,因为 的 值 域 是 
[0,1] 的 真子 集 , 从 而 不 满足 定义 8. 1. 12 中 的 第 (ii) 条 . 同 理 , 它 也 不 是 定 
义 8.1.7 意 义 下 的 混沌 ,不 过 它 是 在 定义 8. 1. 8 意义 下 的 混沌 变换 . 

这 里 还 须 指出 ,以 上 定义 的 不 变 集合 ,不 变 分 布 与 第 2 章 的 吸引 元 有 
密切 联系 , 为 说 明 此 事 , 不 妨 仅 考虑 从 [0,1] 到 [o,1] 上 的 连续 变换 的 情 
况 . 此 时 变换 9 的 不 动 点 和 周期 解 都 是 9 的 不 变 子 集 . 每 个 周期 解 都 对 应 
着 9 的 一 个 不 变 分 布 . 例如 {cvcz,…'c*} 是 9 的 一 个 周期 解 集合 , 即 

PCC) 一 cr C= 1,2. 5P— 1); PE) 一 cl. 
则 此 集合 是 9 的 不 变 子 集 , 而 且 在 ccc 各 点 取 相 等 概率 一 1/p 
的 离散 分 布 ,是 9 的 一 个 不 变 分 布 . 由 此 可 见 ,yp 的 不 变 分 布 并 不 一 定 是 
唯一 的 . 不 仅 如 此 ,遍历 的 不 变 分 布 也 不 一 定 唯一 . 但 是 ,两 个 遍历 的 不 变 
分 布 或 者 是 正 交 的 ,或 是 相互 绝对 连续 的 . 从 而 能 与 Lebesgue 测度 相互 
绝对 连续 的 遍历 的 不 变 分 布 是 唯一 的 ,当然 ,这 样 的 分 布 不 是 对 任何 9 都 
存在 的 . 如 果 F,F,,… 是 9 的 一 串 遍 历 的 不 变 分 布 ,显然 


F= Der > =1 (a,>0) (8.1.11) 


也 是 9 的 不 变 分 布 ， 但 不 一 定 是 遍历 的 ， 除非 在 (8. 1.11) 式 中 有 某 个 a= 
1, 其 他 均 取 零 值 . 


三 、 时 间 序 列 与 混沌 

如 前 所 述 ,混沌 概念 旨 在 刻画 具有 随机 性 态 的 确定 性 动态 系统 . 从 概 
率 论 观点 看 ,这 里 所 称 的 “随机 性 态 ” 缺 少 明确 的 含义 . 在 系统 (8. 1. 1) 的 
初 值 给 定 后 ,z= 二 9 (zo) 并 没有 随机 性 . 即使 迭代 步 以 后 ,p(xo) 也 是 被 
xo 和 9 唯一 决定 的 ,仍然 没有 随机 性 . 确切 地 说 ,前 面 所 言 的 随机 性 态 只 
能 说 是 在 某 种 意义 下 与 随机 过 程 相像 . 另 一 方面 ,从 现实 角度 看 ,所 有 能 
观测 到 的 随机 序列 ,都 可 以 看 成 是 确定 性 的 系统 的 实现 . 它们 呈现 的 “ 随 
机 性 态 ” 是 由 于 系统 的 初 值 灵敏 性 和 系统 的 瞬 变 性 等 混沌 性 质 所 造成 . 如 
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何 将 以 上 的 不 同 观点 统一 在 同一 个 概念 范畴 里 ,将 是 本 节 讨论 的 主要 内 
容 . 


在 第 4 章 84.6 中 , 曾 引 入 过 时 间 序 列 的 第 二 种 可 北 性 ,即时 间 可 道 
性 ,并 用 了 若干 例子 说 明 纯 随机 平稳 序列 与 单 向 随机 平稳 序列 等 概念 . 从 
单 向 随机 序列 的 例 4. 6. 7 已 经 看 到 ,混沌 与 随机 序列 可 以 统一 在 同一 个 
平稳 序列 中 .在 这 一 小 节 中 ,我 们 将 进一步 阐述 它们 的 内 在 联系 . 

先 从 确定 量 与 随机 量 的 本 质 区 别 来 说 起 . 以 z 表示 某 个 随机 变量 ， 
如 果 P(x=c)=1, 即 z 取 c 的 概率 为 1, 可 称 此 量 x=c 为 确定 量 , 又 可 
称 z 为 在 c 点 退化 的 随机 变量 . 反之 ,如 果 对 任何 常数 c,P(z=<)<<1, 则 
称 xz 为 非 退 化 的 随机 变量 ,简称 为 非 退化 的 . 此 时 zx 的 确 具有 一 定 的 随 
机 性 态 . 由 此 可 见 , 确 定量 与 非 确定 的 随机 变量 可 以 用 概率 分 布 统一 在 
随机 变量 的 概念 中 ,并 用 随机 变量 分 布 的 退化 与 非 退 化 区 分 它们 的 本 质 
差别 

对 于 二 维 随机 向 量 x= Cary ,x2)", 仍 可 用 其 分 布 的 退化 与 非 退 化 来 区 
分 确定 量 与 非 确定 量 . 但 是 ,二 维 分 布 的 退化 现象 不 仅 包括 了 随机 向 量 退 
化 为 常数 向 量 ,还 包括 每 个 分 量 的 退化 ,以 及 两 个 分 量 之 间 的 依赖 关系 的 
退化 , 即 指 两 个 分 量 有 确定 的 依赖 关系 . 前 两 种 退化 问题 容易 从 一 维 情况 
得 到 推广 性 的 定义 ,例如 当 P(x=c)==1 时 , 称 x 为 退化 随机 向 量 ; 当 
P(z=c)=1 (i=1 或 2) 时 , 称 x 的 第 ;分量 为 退化 的 .但 是 ,前 述 的 第 三 
种 退化 现象 要 借助 于 条 件 分 布 来 描述 . 在 一 维 情况 并 不 存在 此 类 退化 ,为 
此 用 (zx,y) 表 示 x 的 二 维 联合 分 布 ,并 记 

F\(zly) = Pla, < z|: = y), (8.1.12) 

F:(zly) = P(t, <zlz = y), (8. 1.13) 
分 别 为 给 定 r= y 时 xi 的 条 件 分 布 ,及 给 定 Hy 时 z 的 条 件 分 布 .于 
是 ,按照 上 述 的 分 布 为 退化 与 非 退 化 进行 分 类 时 ,可 将 条 件 分 布 分 成 如 下 
的 四 种 类 型 : 

G) Fi(z|ly) 和 F(z|y) 都 是 完全 退化 的 ,这 里 称 F(z|y) 为 完全 膛 
化 的 ,是 指 对 每 个 y 而 言 ,F(z|y) 为 退化 的 条 件 分 布 ; 

Gi) Fialy) 是 完全 退化 的 ,而 F(x1y) 不 是 ， 

GID Fly) 是 完全 退化 的 ,而 FE aly) 不 是 ， 

(iv) Fi(z|y) 和 Fly) 都 不 是 完全 退化 的 . 

易 见 ,以 上 四 类 又 依次 等 价 于 如 下 的 四 类 : 

GO 存在 函数 gp 和风 ,使 得 
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Di=G (a2), X= (2); 
Gi) 存在 函数 9 ,使 得 

zi 一 9 (x), 但 不 存在 (i ) 中 的 ds 
Gil) 存在 函数 y, 使 得 

a= (x1), 但 不 存在 (i) 中 的 9 5 

iv) 不 存在 (站 中 的 pg 和风. 

例 8.1.14 x= (rr) HP r Axe, 为 相互 独立 的 随机 变量 ， 
而 且 都 不 是 退化 的 ,显然 x 的 条 件 分 布 属于 第 (iv) 类 . 

例 8.1.15 x= asr) AEP r 为 非 退化 的 随机 变量 , 易 见 此 时 
x 的 条 件 分 布 属于 第 Qi) 类, 目 x) =$@) =z. 

例 8.1.16 Z x= Cart) EP x) 为 非 退 化 的 随机 变量 ,不 难看 
4 P(x, 20)=1 RH PCr, <0) =1 时 ,x 的 条 件 分 布 属于 第 Qi) 类, 当 
O<P 0) <1 时 ,x 的 条 件 分 布 属于 第 (iii) 类 ,因为 =r} BY PCa) 
=q} fi z= t Va, 不 能 被 zs 唯一 确定 . 

例 8.1.17 车 x=(1,z2)", 其 中 zx; 为 非 退 化 的 随机 变量 ,显然 x 的 
条 件 分 布 属于 第 (让) 类, 而且 (zx)=1, 即 z=9 (zs)=1. 

例 8.1.18 A x= (uv,u/2 十 e/2)', 其 中 4 与 为 相互 独立 的 随机 变 
fit. 而 且 zx =u 在 [0,1] 上 均匀 分 布 Ple=0)=P(e= =F, 
xia 一 k/2 十 e/2, 其 分 布 也 是 [0,1] 上 的 均匀 分 布 . 若 记 ?P (2) =22mod (1), 
容易 验证 

zı = u = Ẹ (u/2 + £/2) = P (2). 
由 此 可 知 ,x 的 条 件 分 布 属于 第 (ii) 类 . BE MR EH e REN 
布 ,而 是 有 正 密度 的 随机 变量 , 则 上 述 的 x 的 条 件 分 布 属于 第 (iv) 类 . 

例 8.1.19 若 *= (zi'zz) 为 二 维 正 态 随机 变量 ,其 均值 为 零 向 量 ， 

协 方差 阵 为 


1 P 
r= 
p 1 
于 是 x 的 联合 分 布 密度 为 
flay) = ae ee. 
x] — 


如 果 z: 一 zi, 即 x= (x1wr1)" 的 条 件 分 布 为 退化 的 第 (i) 类 情况 ,显然 此 时 
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0=1. 这 时 ,上 式 的 f(z,y) 不 再 有 意义 ,也 就 是 说 ,x 不 再 有 二 维 分 布 密 
度 


在 一 般 情 况 下 (不 一 定 是 正 态 分 布 ), 只 要 x= (re) 的 条 件 分 布 
属于 (iD (ii) 或 (iii) 类 ,zx 都 不 存在 二 维 联合 密度 函数 .反之 , 若 x 没有 二 
维 联合 密度 ,并 不 意味 着 x 的 条 件 分 布 不 属于 第 (iv) 类 . 例如 在 例 8. 1. 14 
中 的 zx) 和 zs 都 是 离散 分 布 时 ,x= (zi,zs)f 的 条 件 分 布 属于 第 (iv) 类 ,但 
是 它 也 没有 联合 密度 

以 上 关于 条 件 分 布 的 退化 分 类 的 讨论 ,无疑 可 以 推广 到 多 维 随机 变 
量 的 情况 ,只 是 分 类 更 繁琐 一 些 ,并 无 实质 性 的 困难 和 新 意 . 进一步 还 可 
推广 到 无 穷 维 的 随机 序列 的 情况 . 考虑 时 间 序 列 {z,,t 宇 0} ,如 果 它 的 任 
何 有 限 维 联合 分 布 的 条 件 分 布 都 不 退化 , 则 它 属于 第 4 章 中 定义 4. 6.10 
的 纯 随机 平稳 序列 . 如 果 {zx,,t 宇 0} 是 定义 4. 6. 11 的 单 向 随机 平稳 序列 ， 
那么 它 是 一 种 特殊 的 条 件 分 布 有 退化 现象 的 时 间 序 列 . 对 于 这 种 单 向 随 
机 序列 ,向 前 看 时 , 它 是 确定 性 的 依赖 关系 ;向 后 看 时 , 它 是 非 确定 性 的 随 
机 依赖 关系 .或 者 说 ,向 前 看 是 确定 性 序列 ,向 后 看 则 是 随机 序列 . 结合 定 
义 4.6.11 和 条 件 分 布 的 退化 的 分 类 的 讨论 , 便 能 理解 由 混沌 变换 产生 的 
迭代 序列 为 什么 像 随机 序列 . 其 实 ,反方 向 看 它们 时 ,它们 本 来 就 是 在 严 
格 概率 意义 下 的 随机 序列 

以 上 所 讨论 的 内 容 ,从 时 间 序 列 的 条 件 分 布 的 退化 性 质 揭示 了 时 间 
序列 与 混沌 之 间 的 联系 . 它们 被 统一 在 随机 序列 的 概念 中 ,并 以 纯 随 机 或 
单 向 随机 将 它们 的 本 质 差 别 区 分 开 . 另外 ,如 同 在 第 2 章 和 第 4 章 中 所 提 
到 的 那样 ,时 间 序 列 模型 与 确定 的 动态 系统 存在 着 密切 联系 ,如 自 回归 模 
型 与 其 骨架 模型 的 联系 即 属于 此 类 联系 . 因此 ,这 也 从 另 一 方面 表现 出 时 
间 序 列 与 混沌 之 间 的 联系 . 以 p 阶 非 线 性 自 回归 模型 为 例 ,就 有 如 下 形 
R: 

Z, = O(a 9° Tip) F Er (8.1.14) 
其 向 量 形式 如 (4. 2.29) 式 , 即 


x = Ox) +eu G&S); 
。 (8.1.15) 
x ER’. 
AP w= (150526 90) = Cae tip tt sZ) 


Olx) = (P (Xii) Teaser ep 
与 (8. 1. 14) 式 相应 的 骨架 模型 是 
Ye = P (Yit) EDD. (8.1.16) 
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与 (8.1.15) 式 相应 的 骨架 模型 是 
y= Oy) >D; 
下 ER. 
在 第 4 章 中 我 们 曾 看 到 , 自 回 归 模 型 (8. 1. 15) 的 平稳 解 和 遍历 性 的 条 件 
与 动态 系统 (8. 1. 17) 的 稳定 性 有 密切 关系 . 我 们 曾 形容 过 ,模型 (8. 1.15) 
是 确定 性 动态 系统 (8. 1. 17) 披 上 干扰 项 su 外 衣 而 得 到 的 . 当 9 为 非 线 性 
函数 时 , (8.1.15) 及 (8. 1. 14) 式 为 非 线性 时 间 序 列 模型 ,而 相应 的 (8. 1. 
17) 或 (8. 1.16) 式 为 非 线 性 动态 系统 ,它们 便 会 卷 入 混沌 概念 . 时 间 序列 
与 混沌 的 这 种 联系 表现 得 更 直接 ,而 且 有 着 广泛 的 实际 背景 . 由 于 任何 确 
定性 的 动态 系统 难免 卷 入 各 种 干扰 项 或 者 卷 入 观测 误差 项 ,这 都 使 得 系 
统 (8.1.17) 常 被 (8.1.15) 式 所 代替 .即使 被 观测 到 的 数据 序列 果真 满足 
(8.1.17) 式 ,作为 非 线性 时 间 序 列 分 析 , 也 会 关心 数据 序列 是 否 满足 
(8.1.17) 式 的 统计 判别 问题 . 总 之 ,研究 非 线 性 时 间 序 列 分 析 与 研究 混沌 
有 着 密切 的 内 在 联系 . 

最 后 顺便 指出 :第 4 章 中 讨论 的 马 氏 链 的 遍历 性 和 时 间 序 列 模型 的 
遍历 性 ,与 本 节 讨 论 的 确定 系统 的 不 变 分 布 的 遍历 性 以 及 文献 中 随机 过 
程 的 遍历 性 ,是 几 种 不 相同 的 遍历 概念 . 它们 或 许 有 某 种 联系 ,但 与 本 书 
内 容 无 关 , 这 里 不 子 讨 论 了 . 


§8.2 经 验 分 布 与 伪 随 机 序列 


在 这 一 节 中 ,我 们 将 通过 对 序列 的 经 验 分 布 的 讨论 ,说 明 时 间 序 列 的 
统计 分 析 也 与 混沌 序列 的 统计 分 析 有 联系 . 还 要 介绍 一 种 特殊 的 混沌 序 
列 , 即 伪 随 机 序列 以 及 它 的 经 验 分 布 的 收敛 性 质 . 

如 果 rar a 是 某 个 平稳 序列 {x,} 的 样本 序列 ,基于 此 样本 序列 
的 统计 方法 和 统计 理论 ,在 文献 中 已 有 丰富 的 内 容 . 其 中 最 基本 的 统计 量 
是 如 下 的 样本 分 布 ,又 称 经 验 分 布 : 


Fay = 13a, <2) (oro), (8.2.1) 
nim 


式 中 1(z,<zx) 表 示 示 性 函数 . 在 适当 的 条 件 下 ,基于 大 数 定律 和 平稳 性 
有 如 下 的 熟知 结果 , 即 


(8.1.17) 


limF,(2) = F(z), a.s. , (8. 2. 2) 
EPF H a ARM. 这 一 性 质 被 称 为 样本 分 布 F tda EE. 
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如 果 zi,z,，…,z, 是 满足 形 如 (8. 1. 1) 式 的 确定 系统 的 迭代 序列 ,在 
实际 中 ,系统 的 变换 o 和 初始 值 都 可 能 是 未 知 的 , 则 在 形式 上 仍 可 用 
(8. 2. 2) 式 定义 此 数据 序列 的 样本 分 布 F 但 是 , 当 趋 于 无 穷 大 时 ,下 。 
是 否 有 极限 ,在 什么 意义 下 有 极限 ,其 极限 是 否 为 分 布 函数 ,以 及 极限 函 
数 有 什么 意义 ,这 些 都 是 在 统计 意义 下 最 为 关心 的 问题 ,也 是 为 实际 数据 
分 析 所 关心 的 问题 . 然而 , 当 zx ,zx,，,… ,zx, 不 是 平稳 序列 的 样本 时 ,时 间 
序列 分 析 中 的 理论 与 技巧 就 不 再 奏效 了 . 所 以 研究 确定 性 数据 序列 的 经 
验 分 布 时 ,就 需要 寻找 适当 的 理论 与 方法 . 

在 这 一 节 中 ,我 们 将 考虑 两 种 不 同类 型 的 确定 性 序列 来 讨论 它们 的 
经 验 分 布 的 极限 问题 . 其 中 一 类 是 属于 前 面 提 到 的 单 向 随机 平稳 序列 ; 另 
一 类 是 正 反方 向 都 为 确定 性 序列 ,但 又 有 某 种 意义 下 的 混沌 特征 , 即 所 谓 
的 伪 随 机 序列 ,其 详细 定义 在 以 后 给 出 . 

首先 讨论 单 向 随机 平稳 序列 的 情况 ,并 且 以 例 8. 1. 2 的 动态 系统 为 
例 , 即 


a, = 2x,.,mod(1) (>l); 
(8. 2. 3) 


x, € [0,1]. 
由 $4.6 的 讨论 知 , 系 统 (8. 2. 3) 的 迭代 序列 为 单 向 随机 平稳 序列 ,而 且 
此 序列 的 反 向 序列 满足 如 下 的 LAR(1) 模 型 , 即 令 :一 z,-, 时 , 它 满足 


二 (8.2.4) 
2 2 


其 中 {e} 为 独立 同 分 布 序列 ,而 且 P(e =0) =p, P(e=D=1-pra 与 
{zysst 一 1} 相 互 独立 . 但 是 ,在 此 必须 指出 : 当 变 大 时 ,不 仅 zyza，， 
z, 的 数据 个 数 增加 ,而 且 其 各 元 素 也 随 > 而 改变 . 所 以 应 将 (8. 2. 4) 式 改 
写 为 


z= 


zw 一 Z, 人 一 0,1, 一 1)， (8. 2.5) 


1 
2 


其 中 {ew} 在 n 固定 时 是 独立 同 分 布 序列 , 且 emt (Zus CEVAT ren T E 的 
分 布 相同 . 实际 上 ,序列 {zw,t 二 1,2,… ,n,n 之 1} 被 称 为 平稳 序列 的 双重 
排列 . 也 就 是 说 ,对 每 个 固定 的 mn (Zn Zn t ,zm) 与 满足 (8. 2. 4) 式 的 
{zivzay…vzs} 具 有 完全 相同 的 概率 分 布 ,前 者 是 随 ” 增 大 重新 排列 的 ;而 
后 者 是 单调 增长 的 序列 . 

由 (8. 2. 5) 式 知 ,z),7，，,… tn 的 经 验 分 布 F, 间 时 又 是 模型 (8. 2. 6) 


Zu 一 


十 二 6 
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式 的 样本 的 经 验 分布 , 即 
wy I< 
F(z) = ne 去 可 一 元 Dil Gu <z). (8. 2.7) 


现在 考虑 与 系统 (8. 2. 3) 相 应 的 自 回 归 模 型 (8. 2. 4) 中 的 p 值 选择 
问题 . 从 模型 (8. 2. 4) 看 ,p 可 取 (0,1) 中 任何 值 . 从 (8. 2. 7) 式 左 端 等 式 
看 ,经 验 分 布 F, 并 不 依赖 于 p 值 . 这 便 产 生 了 疑问 :不 同 的 p 值 选择 将 
导致 什么 样 的 结果 ? 有 没有 一 个 特殊 的 p 值 具有 某 种 特殊 的 意义 ? 这 些 
问题 与 经 验 分 布 F, 的 极限 行为 有 关 . 而 F. 的 极限 行为 非常 复杂 ,在 此 不 
能 详 加 讨论 ,下 面 仅 银 述 其 某 些 重要 特征 ,主要 为 了 介绍 与 时 间 序 列 分 析 
的 联系 . 

首先 ,根据 前 一 节 的 讨论 可 知 ,[0,1] 上 的 均匀 分 布 是 系统 (8. 2. 3) 的 
不 变 分 布 ,而 且 是 遍历 的 . 再 用 性 质 8. 1. 13 并 取 g) =I lar), h 
(8. 1.10) 式 知 


limF,(z) = fey =x O<r<l),as. x, 


为 了 叙述 方便 ,我 们 用 VCz) 表 示 [0,1] 上 的 均匀 分 布 , 即 


0, 4xr<0; 
Ulz) =1z， 当 0 委 z 委 1; 
lpia. 
则 前 一 式 可 以 写成 
limF, (x) = U(x), 8.8. Zo. (8. 2.8) 


另 一 方面 ,利用 (8. 2. 5). (8. 2. 6) 和 (8. 2.7) 式 ,并 取 pay tenth 
序列 分 析 方 面 考虑 后 的 极限 问题 ,在 例 4. 2. 12 中 曾 论证 过 ,此 时 模型 
(8.2.4) 以 及 (8. 2. 6) 的 平稳 分 布 为 [0,1] 上 的 均匀 分 布 U(zx), 只 是 由 于 
(8. 2.7) 式 右 端 等 式 表明 了 F, 是 双重 排列 的 {zwwt 二 1,2,…,n} 的 经 验 分 
布 ,从 而 不 能 直接 使 用 (8. 2. DR. 但 是 ,利用 (8. 2. 6) 式 和 8 1.5 中 的 向 
后 推移 法 可 得 到 

i iga Ski 1 
Za E, ( ert +(F) 5 +(3 
再 由 (8. 2. 7) 式 右 端 等 式 知 


on 
Zw» (8. 2.9) 


ie MES 
e SG. <2} = m DEI Ceu <2) 
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= 1>V@ =U@). (8. 2. 10) 


联合 以 上 两 式 ,并 用 概率 方法 计算 ELF. (U dT, LL FH 
阶 数 估计 , 即 


A ; 
E({F,(2) 一 U(@@) = s(t Sue. <zx)-2] 


= 05] @<z<)). (8.2.11) 


再 用 Borel Cantelli 引 理 可 得 
lim yl <z) =Vi(x), as. (8.2.12) 


以 上 详细 论证 ， 都 是 时 间 序 列 分 析 中 的 典型 方法 ， 这 里 从 略 . 对 比 
(8. 2. 12) 和 (8. 2. 8) 式 可 知 , 当 p 一 二 时 ,用 纯 概 率 方法 也 能 得 到 相同 的 
结果 . 而 (8. 2. 8) 式 的 证 明 则 使 用 了 动态 系统 的 不 变 分 布 和 遍历 分 布 的 概 
念 ,它们 可 以 不 涉及 概率 统计 的 概念 . 通过 此 例 分 析 可 看 出 ,时 间 序 列 分 
析 的 理论 与 方法 可 以 用 于 研究 确定 性 序列 的 统计 分 析 , 至 少 对 单 向 随机 
的 确定 性 序列 是 如 此 . 
关于 系统 (8. 2. 3) 的 迭代 序列 的 经 验 分 布 的 极限 问题 ,还 有 两 点 值得 
指出 :其 一 ,并 不 是 对 任何 初 值 zx。 而 言 F 都 有 极限 . EP, 没有 极 
限 的 初 值 x, 的 全 体 也 只 能 是 Lebesgue 零 测 集合 . 其 二 ,除了 均匀 分 布 以 
Sh oF, 的 确 还 有 其 他 极限 ,同样 地 ,根据 (8. 2.8) 式 知 ,使 Fn 收敛 于 其 他 
分 布 的 初 值 re 的 全 体 也 只 是 Lebesgue 零 测 集 . 为 了 对 此 两 点 作 一 简要 
说 明 ,我 们 引用 zo 的 二 进 制 的 表示 形式 , 即 
To = 0.aoaiaz…m， 
其 中 ao vay ye AR AR 0 或 1 的 符号 ,显然 ,zeE [0,1]. 根据 (8. 2. 3) 式 
可 见 
z= O Arig (t= 0,1,25), (8. 2. 13) 
其 中 xz 也 是 用 二 进 制 所 表示 的 小 数 . 容易 验证 如 下 的 事实 : 
G) 4 zo= 0. aoai an 时 , 即 ze 为 有 限 的 二 进 制 小 数 时 , 则 当 >m 
时 ,x, 二 0, 从 而 易 见 
limF,(z) = Jolz). (8. 2.14) 
RP J ARE 0 点 退化 的 分 布 函数 , 即 
Iola) = 0,， 当 z 委 0 Jolz)=1, Hr >0. 
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Gi) 当 2) =0. aoai tamami: Amta BI zo 在 第 m 十 1 位 开始 为 循环 小 

数 ,于 是 由 (8. 2. DRA 
Ta++i 一 Imitat; (kZ Oj = 1525°5q). 
也 就 是 说 , {z.,t 宇 0} 的 尾部 序列 是 周期 的 ,而 且 以 g 为 其 周期 长 度 ,从 而 
易 见 
limF,(z) = J,(2). (8. 2. 15) 
RP J, 表示 在 以 下 9 个 点 取 相同 的 概率 1/4 的 跳跃 分 布 , 此 4 个 点 为 : 
Ci 一 0. An -iaQn+2…Qm+9-1Qm+9gy 


C2= 0. QnrzQm+3…Qm+eQm+1y 


Cy = 0. QnrQm+i Gam+9-2Qm+9-1。 

在 此 还 须 指出 :在 (i) 中 , 当 ze 为 有 限 二 进 制 小 数 时 , 必 有 (8. 2. 14) 

式 成 立 , 但 是 ,反之 不 然 ,例如 取 

Xp = 0.0110100010…010…， (8. 2.16) 
其 中 ao=0，aw=0 GE, j=0,1,) HR a AO, MBE (8. 2. 1) 式 不 难 
验证 (8. 2. 14) 式 仍 成 立 . 类 似 地 ,满足 (8. 2. 15) 式 的 初 值 re 也 不 一 定 不 
是 循环 二 进 小 数 . 最 后 顺便 指出 ,利用 二 进 制 表示 方法 ,不 难 给 出 特殊 的 
xzo, 使 得 F, 没有 极限 ,读者 可 以 自己 尝试 去 找到 这 样 的 ze 值 . 但 是 ,要 找 
到 一 xo 值 的 例子 ,证 明 相 应 的 (8.2.8) 式 成 立 却 不 是 容易 的 事 , 虽 然 
(8. 2. 8) 式 对 几乎 所 有 的 r€ [0,1] 均 成 立 . 

以 上 讨论 了 系统 (8. 2. 3) 的 样本 序列 的 经 验 分 布 的 极限 问题 . 然而 
(8. 2. 3) 仅 仅 是 一 个 很 简单 的 非 线性 系统 . 说 它 很 简单 ,首先 是 因为 (8. 2. 
3) 中 的 非 线性 函数 p Cr) = 2zmod(1) 比 较 简单 ,更 特别 的 是 ;:(8. 2. 3) 式 
的 反 向 序列 模型 是 一 种 最 简单 的 一 阶 线性 自 回归 模型 . 一 般 说 来 , 非 线性 
平稳 序列 的 反 向 序列 模型 不 一 定 是 线性 时 间 序 列 模型 . 这 可 参见 8》4.6 
所 举 的 几 个 例子 . 因此 ,上 面 所 讨论 的 (8. 2. 3) 式 的 经 验 分 布 的 收敛 问题 
推广 到 更 一 般 的 动态 系统 仍 是 比较 困难 的 问题 . 

下 面 再 讨论 另 一 种 确定 性 序列 , 它 既 非 纯 随机 序列 ,也 不 是 单 向 随机 
序列 . 如 果 不 加 任何 其 他 限制 ,这 样 的 序列 太 多 了 ,也 没有 必要 研究 它们 
的 经 验 分 布 . 例如 z= 二 a 十 bt (t= 二 0,1,…) 就 是 这 样 的 例子 , 它 的 经 验 分 
布 没有 研究 的 价值 . 所 以 说 ,我 们 要 讨论 的 确定 性 序列 仍然 是 某 个 动态 系 
统 的 轨道 序列 . 确切 地 说 ,它们 是 满足 如 下 定义 的 伪 随 机 序列 . 
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定义 8.2.1 系统 (8.1.1) 的 迭代 序列 {zt 疡 09) 被 称 为 伪 随 机 序列 ， 
如 果 : 

G) p RREH; 

Gi) g Aid Fi ARABS AT FF 与 [0,1] 上 的 Lebesgue 测度 绝对 连 
续 ; 

Gi) PERY p E =pl) (t=0,1,*…). 

在 以 上 定义 中 ,根据 Ci) iiD 和 定义 8.1. 12, 系 统 (8. 1. 1) 中 的 9 是 混 
沌 变换 . 根据 (iii) 可 知 , 当 xz, 一 少 (zo)? 满 足 条 件 (iii) 时 ,必然 存在 ?8 的 道 函 
Be =P AE c= $4). 于 是 ,对 于 上 述 的 伪 随 机 序列 而 言 ,无 论 正 
看 还 是 反 看 ,此 序列 都 是 确定 性 的 .由 于 又 是 依 定义 8. 1. 12 为 混沌 的 ， 
迭代 序列 {zvt0} 又 呈现 一 定 的 随机 性 态 , 故 称 它 为 伪 随 机 序列 

根据 定义 8. 2. 1 还 可 知道 由 系统 (8. 1. 1 迭代 的 序列 ,不 一 定 都 是 伪 
随机 序列 ,而 只 对 某 些 初 值 ze 而 言 才 是 擅 随 机 序列 . 再 据 条 件 (i) (ii 和 
性 质 (8. 2. 2) 式 可 知 ,对 于 几乎 所 有 的 伪 随 机 序列 ,其 经 验 分 布 都 满足 
(8. 2. 2) 式 . 为 了 说 明 上 述 伪 随机 序列 的 存在 性 , 特 举 出 如 下 的 例子 : 

例 8.2.2 考虑 8 8.1 的 动态 系统 (8. 1. 1) ,其 中 变换 ?由 下 式 定 义 ， 


(8. 2.17) 


我 们 将 证 明 以 上 的 gp 满足 定义 8. 2. 1 PAO AGI). AAR 9 00,1) 
LARK ', 且 为 如 下 形式 : 
J 4o<y<t, 
P'o) = 


2 1 1 
er Bq << 


由 此 可 见 ,对 每 个 cE (0,1) 而 言 , 由 (8. 2. 17) 式 中 的 9 迭代 的 序列 都 是 
伪 随 机 序列 . 下 面 分 别 证 明 (i) 和 (ii). 为 此 ,引进 如 下 的 代 换 . 
首先 采用 代 换 wy 一式 十 二 ,于 是 由 (8. 2. 17) 和 (8. 1. 1) 决 定 的 动态 系 


统 可 得 到 y 所 满足 的 动态 系统 为 
| = gly) CS1); 


we [4.3] (8. 2. 18) 


其 中 


emn. 第 8 章 ， 非 线性 时 间 序 列 与 相关 领域 的 联系 


g(y) = 
ły, 4l<y< 4. 
再 用 代 换 x. logy, H (8. 2. 18) 式 可 得 到 y 所 满足 的 动态 系统 为 
(2 = hlz) 1); 


(8. 2. 19) 
[z € [log $ slog 4). 


其 中 
ztlog$, Ylog+<2<0; 
A(z) = 
= 十 log 4, 4 0<2<log $, 
再 用 代 换 u= (z+ log2) /log3, H (8. 2. 19) 式 可 得 
i = Fu.) 0S1); 
(8. 2. 20) 
uy € [0,1], 
其 中 
u +a, 当 0<u<1l-a; 
uta-l, 4l-a<cu<l, 
式 中 a= (log3 一 log2)/log3, 显 然 这 是 一 个 无 理 数 . 上 式 又 可 写成 
&(u) = (u + a)mod(1). 
于 是 (8. 2. 20) 式 可 写成 


lu) = 


人 = (u,-; + @)mod(1) (¢>1); 
(8. 2. 21) 
us € [0,1]. 
最 后 再 用 代 换 wie? Mh (8. 2. 21) 式 可 得 到 
Je =, w 01); 
(8. 2. 22) 


lw E€ C= {0 <0 <1}. 
& Tw) =e + w, TAC. 2.22) 式 是 将 复 平面 上 的 单位 圆周 C 进行 角 
度 为 2ra 的 旋转 变换 .因此 ,圆周 C 上 的 Lebesgue 测度 是 其 不 变 测度 . 又 
由 于 (8. 2. 22) 中 的 a 为 无 理 数 ,根据 文献 [117] 中 的 定理 1. 8 知 ,旋转 变 
换 T 是 瞬 变 的 ,而 且 C 上 的 Lebesgue 测度 是 遍历 的 . 根据 (8. 2. 22) 与 
(8. 2. 21) 的 联系 可 知 ,系统 (8. 2. 21) 式 的 遍历 的 不 变 分 布 是 [0,1] 上 的 均 
匀 分 布 . 然后 ,依次 利用 系统 (8. 2. 21)、(8. 2. 20), (8. 2. 19), (8. 2. 18) 和 
(8. 2.17) 式 的 联系 , 便 可 验证 (8. 2. 17) 式 的 不 变 分 布 
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F= (log|z+ 当 | +1og2} fiog3 (0<z<D (8. 2. 23) 


是 遍历 的 ,而 且 显 然 满 足 定义 8. 2. 1 中 的 第 ii) 条 . 

利用 上 面 论述 的 结果 以 及 (8. 2. 23) 和 (8. 2. 2) 式 ,由 (8. 2. 17) 式 中 的 
o 所 产生 的 迭代 序列 zo ,zx ，,… ,zx,, 其 经 验 分 布 F, 必 满 足 :对 于 OSI., 
有 


limF.(z) = (log x + +) + log2| /ogs, a.s. 2. (8.2.24) 


由 于 (8. 2. 23) 式 的 分 布 在 [0,1] 上 与 Lebesgue 测度 相互 绝对 连续 ,所 以 
(B. 2. 24) 式 中 的 “a. s. zo” 是 对 几乎 所 有 的 Lebesgue 测度 意义 下 的 
xzoE[0,1] 而 言 的 .那么 到 底 使 (8. 2. 24) 式 不 成 立 的 xs 有 哪些 呢 ? 一 般 说 
来 ,很 难 回答 这 一 问题 . 例如 在 讨论 系统 (8. 2. 3) 时 , 曾 指出 有 (8. 2. 14) 和 
(8. 2. 15) 式 出 现 , 而 且 对 ze 为 [0,1] 中 的 某 些 二 进 制 无 理 数 能 使 (8. 2. 8) 
式 的 极限 也 不 成 立 . 其 实 我 们 还 没有 详细 讨论 使 (8. 2. 8) 式 不 成 立 的 所 有 
xu 的 情况 . 对 于 系统 (8. 2. 22) 而 言 , 利 用 旋转 性 质 不 难 验证 对 于 任何 初 
值 wo, H (8. 2. 22) 式 迭代 的 序列 {zw,t 志 0} 的 相应 的 幅 角 序列 为 {2rxi， 
t20), HP Oa, <1 满足 (8. 2. 21) 式 ;并 且 {u.,t 之 0} 的 经 验 分 布 总 满足 
(8.2.2) 式 , 式 中 (zr)==U(z). 再 次 利用 (8.2.17) 式 ~(8. 2. 22) 式 的 联 
系 可 知 ,(8. 2. 24) 式 对 每 个 ro 均 成 立 . 换言之 ,使 (8. 2. 24) 式 不 成 立 的 初 
值 zo 的 全 体 不 仅 是 Lebesgue 零 测 集 , 而 且 是 空 集 . 对 于 伪 随 机 序列 而 
言 , 这 是 一 个 有 意义 的 性 质 , 它 表 明了 无 论 从 怎样 的 zeE (0,1) 出 发 ,由 
(8.2.17) 式 的 9 所 迭代 出 的 伪 随 机 序列 ,其 经 验 分 布 总 使 (8. 2. 24) 式 成 
X. 
关于 伪 随 机 序列 的 数值 例子 ,可 参见 例 2. 2. 8. 
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在 研究 非 线性 动态 系统 时 ,其 吸引 集 、 吸 引 域 的 几何 特征 也 表现 出 惊 
人 的 复杂 性 ,如 见 例 2. 3. 25 所 示 . 研究 这 些 吸引 集 、 吸 引 域 的 几何 结构 属 
于 近代 的 分 形 几何 学 的 内 容 .分 形 几 何 与 动态 系统 密切 相关 ,也 是 近年 来 
比较 受 关注 的 研究 领域 ,如 见 文献 [87]. 要 详细 掌握 具体 非 线性 动态 系统 
的 吸引 集 和 吸引 域 的 分 形 几 何 结构 ,即使 对 本 书 中 的 离散 情况 ,一 般 说 
来 ,也 是 非常 困难 的 . 目前 利用 推广 的 维 数 概念 刻画 分 形 几何 中 的 各 类 集 
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合 特征 ,是 被 研究 较 多 的 内 容 . 这 些 分 形 维 数 能 表达 复杂 集合 的 部 分 特 
征 . 它们 的 定义 和 估计 方法 不 同 程度 地 与 时 间 序 列 分 析 有 联系 . 本 节 将 给 
出 简要 介绍 


一 、Lyapunov 指数 与 维 数 
在 讨论 Lyapunov 指数 与 维 数 时 ,我 们 仅 限于 考虑 动态 系统 中 的 9 
为 连续 可 微 的 情况 . 仍然 从 最 简单 的 一 元 一 阶 线性 变换 说 起 , 即 


p(z) =ar +b. 
重复 迭代 以 上 p 变换 ,可 得 到 
Q(a)=a"xt(a™ +a 十 … 十 a 十 1)b, n21. (8.3.1) 


将 上 式 中 9 的 zo=z 换 以 zo=y, 并 求 q(z) 与 Cy) 的 差 ,可 得 到 


gz) — By) 一 az — y) = AOG y), (8.3.2) 
式 中 


En) = 是 pg Go) 一 Fag +b) =a Saw) 


=a Emel) =e. = aq"! Eau +6) =a’. 


(8. 3. 3) 
(8.3. 2) 式 又 有 


一 loglal =A. (8. 3. 4) 


d 
Tlog | ae 


显然 , 当 M<0 时 , 即 ja| 一 1,(8.3.1) 式 的 迭代 序列 是 收敛 的 ; 当 ADO 时 ， 
g(x) 是 发 散 的 . 这 与 第 2 RES 2. 1 中 所 讨论 的 (2. 1. 2) 式 相似 . 
稍 广 泛 一 些 ,考虑 9 为 一 元 连续 可 微 的 非 线性 变换 , 则 (8. 3. 1) 式 被 
如 下 的 表示 所 代替 , 即 
Wz) = p (Pi (1)) = = p (p Ceg (x)=). (8.3.5) 
同时 ,(8. 3.2) 式 可 用 如 下 的 近似 等 式 代替 : 


Q(z) — BOY) 之 Jaw) x CP = y} (8. 3. 6) 
此 时 (8. 3. 3) 式 应 为 
d d , d 
ut du? (g,_,(u)) = (9 1(u)) Jut 
= o (pi U) ) + PP-U) eG u) 
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Reb GW = winsa) ,=z, 于 是 前 一 式 为 


d Oom eg 
ueo = [Tea -= LI Ge? O he (8.3.7) 
类 似 地 ,(8. 3.4) 式 被 下 式 代替 : 
Aa) = lim 4 Yogi g(a |. (8.3.8) 
— k=0 


依 上 式 定义 Mz) 时 ,存在 两 个 问题 :一 是 右 端的 极限 是 否 存在 ,二 是 极限 
值 是 否 依赖 于 初始 值 =r. 当 9 为 线性 函数 时 ,如 (8. 3. 4) 式 所 示 ， 
(8. 3. 8) 式 右 端的 极限 存在 ,而 且 与 初 值 x。 无 关 . 在 8 为 非 线性 函数 时 ， 
、 如 果 9 不 仅 连 续 可 微 , 而 且 满足 定义 8. 1. 12 的 条 件 (i) 和 (ii) ,根据 性 质 
8. 1.13 知 ,(8. 3. 8) 式 的 极限 存在 , 且 与 初 值 ze 无 关 ,至 少 在 几乎 处 处 的 
意义 下 是 这 样 的 . 显而易见 ,这 时 由 (8. 3. 8) 式 定义 的 MXz)=》 是 变换 p 
的 重要 特征 描述 . 这 样 的 被 称 为 8 的 Lyapunov 指数 . 
以 上 叙述 可 以 推广 到 从 R" 到 R” 的 变换 情况 . 考虑 m 维 向 量 
X= (Zi, Tm) 的 变换 
D(x) = (AX) AX), GCE). 
这 里 要 求 变换 有 各 分 量 的 一 阶 偏 导数 . 相应 于 (8. 3.7) 式 的 推广 为 
DO,(x)= po, (2) laes, = il; Zo) |, 
(8. 3. 9) 
= Tlou, 


1=0 


式 中 


r a d 
O(x) = 5x02) = da Sn?) see 


为 了 给 出 (8. 3. 8) 式 的 推广 形式 , 先 求 出 Jacobi HiME DO, x FFE 
数 , 并 按 其 大 小 排列 为 
as(xr) 过 ao(x) 之 … S Aun (X) Z O. 
于 是 类 似 于 (8. 3. 8) 式 可 定义 AW 
A = Aœ) = lim Tlogas(x) (i= 1,2,,m). (8. 3.10) 


与 (8. 3. 8) 式 类 似 ,在 适当 的 条 件 下 ,(8. 3. 10) 式 的 极限 存在 , 且 与 初始 向 
量 x 无 关 ,至 少 在 几乎 处 处 意义 下 是 正确 的 . 由 于 本 书 未 介绍 多 维 情况 
下 的 遍历 概念 ,这 里 不 讨论 (8. 3. 10) 式 成 立 的 条 件 和 例子 . 有 兴趣 的 读者 
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可 参见 文献 [106]. 由 (8. 3. 10) 式 定义 的 ASAD SA, 被 称 为 变换 四 的 
Lyapunov 指数 . 这 些 指 数 的 大 小 反映 了 由 变换 D 迭代 产生 的 序列 的 特 
TE. 例如 若 某 个 <0, 则 反映 了 在 某 个 方向 上 和 兴 代 序列 收缩 的 平均 性 态 . 
又 如 , 当 @ 为 多 维 线性 变换 时 , 即 
Oax) = Ax +b, (8.3.11) 
其 中 A 为 mXm 阶 方 阵 ,b 为 m 维 向 量 . 于 是 DO) =A, KAT, 
(8. 3.10) 式 右 端的 极限 存在 , 且 与 xo 无 关 . 若 
O>A SAS HSA, 

即 4 的 所 有 特征 值 具有 小 于 1 的 模 , 则 由 (8. 3. 11) 式 的 O 产生 的 迭代 序 
列 必 收 敛 , 且 收敛 到 同一 个 极限 . 在 一 般 情况 下 ,无 论 是 线性 还 是 非 线 性 . 
变换 ,@ 的 Lyapunov ER A SAS Sk, 可 以 有 正 的 ,也 有 负 的 ,不 必 同 
时 为 正 的 ,或 者 同时 为 负 的 . 

利用 变换 © H Lyapunov 指数 ALAS Sk, ALAM Lyapunov 
维 数 , 即 


(8. 3. 12) 


Rp k FEU A +A t+ +A 0 的 最 大 正 整数 ;如 果 和 <0, 即 所 有 的 < 
A <0, ME di =05 ME AHA +e $2,250, SU di =m. 

例如 ,考虑 (8. 3.11) 式 的 © 的 Lyapunov 指数 , 当 为 <0 时, 则 d= 
0; 此 时 (8. 3. 11) 式 中 的 A 的 特征 值 的 模 都 小 于 1 ,根据 推论 2. 3. 10 知 ， 
如 下 动态 系统 

x, = Ax,- +b; 

Re e (8. 3. 13) 
ÆU—A) 'b 处 为 几何 速度 稳定 的 . 从 而 系统 (8. 3. 13) 的 吸引 集 是 一 个 
单 点 集 , 其 维 数 自然 是 零 , 这 与 心 =0 相 一 致 由 此 例 可 帮助 理解 Lya- 
punov 维 数 的 含义 . 

又 如 , 当 (8. 3.13) 式 g 的 A=1,b=0 时 , 即 O(x) =x, Lyapunov 
HERON A =A, = =A, = 0, AT dim. 注意 ,此 时 O 的 吸引 集 为 R", 其 
维 数 为 m, WH di 相 一 致 . 

再 如 , 当 (8. 3.13) 式 中 的 m=2, 且 
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易 见 ,此 时 @(x)== Ax 的 Lyapunov #88 A, =0,2,= —log?2, FÆ d= 
1. 而 此 时 O 的 吸引 集 为 
Le = {(0,7),— œ < r < 0}, 

其 维 数 当然 是 1, 这 又 与 di 相 一 致 . 

在 非 线性 变换 情况 下 ,Lyapunov 维 数 di 不 一 定 总 是 正 整数 ,也 可 能 
是 分 数 . 

例如 考虑 从 [0,1]X[0,1] 到 [0,1]X[0,1] 的 变换 : 

471(1 — z) 


O(x) = | 1 (8.3.14) 


47 
注意 x= lrs) Olx) = (p(x) pla), 

Q(x) = ACT T) = 42,0 — z) = ey), (8.3.15) 

P(x) = Bla T) = 22/4 = hla). (8. 3.16) 
由 以 上 三 式 可 知 ,变换 @ 是 由 两 个 一 维 变换 合并 而 成 的 . 于 是 用 (8. 3. 4) 
式 可 分 别 求 出 (8. 3.16) 式 中 hh AY Lyapunov 指数 A, =log 二 = 一 2log2 以 
及 (8. 3. 15) 式 中 g 的 Lyapunov HRA. ABH A 的 具体 值 , 先 由 
(8. 3.8) 和 (8.1.10) 式 ,有 

à = tim | Slog |g 0u) | = Eloglg’ wo |, 
式 中 必 是 指 从 u 出 发 ,利用 (8. 3. 15) 式 右 端的 变换 g 迭代 k 步 的 取 值 ; 
而 “E” 表 示 按 (8. 3. 15) 式 中 g 的 不 变 分布 ( 见 (4. 6. 23)) Bata (0. 5,0. 5) 
求 平均 运算 ,于 是 由 (8. 3. 15) 式 和 Bata(0. 5,0. 5) 的 分 布 密度 ,可 得 到 

A= Eg! (u) = j; oele | du 
aluf] — u)]? 
$ f log(4 — 8u) au = 
o afud — u)]? 
综 上 所 述 , (8. 3. 14) 式 中 的 @ 的 Lyapunov $A A = log2, 4 = 
一 2log2; 由 (8. 3. 12) 式 又 知 O 的 Lyapunov 维 数 为 di 一 子 ,这 是 一 个 分 
数 维 数 . 
对 于 形 如 (2. 2. 3) 式 的 p 阶 动态 系统 ,只 须 考虑 相应 的 一 阶 高 维系 
统 (2. 2. 4) 式 ,并 用 上 述 方法 定义 其 Lyapunov 指数 和 维 数 . 
在 分 形 几何 学 中 ,除了 Lyapunov 维 数 外 ,还 有 其 他 分 形 维 数 的 概 


log2. 
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念 ,现在 介绍 以 下 几 种 . 


二 、Hausdoff 维 数 

前 面 所 介绍 的 Lyapunov 维 数 , 是 借助 于 变换 O 的 偏 导数 和 不 变 分 
布 定义 的 . 在 这 一 小 节 中 ,将 直接 从 集合 的 特征 引入 另 一 种 分 形 维 数 的 定 
M 

考虑 m 维 欧 氏 空间 R 中 的 有 界 集 合 4, 对 任 给 的 s。 之 0, 用 直径 为 e 
的 R” 中 的 球 覆 盖 A 时 ,所 使 用 的 球 的 最 少 个 数 记 为 N(e). 如 果 以 下 的 
极限 存在 , 即 


_ ym logN(e) 
dx(A) = lim log17e ， (8. 3. 17) 


dx(4) 称 为 集合 4 的 Kolmogorov 容 度 . 但 是 ,(8. 3.17) 式 右 端的 极限 并 
不 是 对 任何 集合 4 都 存在 的 ,为 此 ,用 其 上 极限 定义 4 的 Hausdoff 维 
数 , 即 


ar logN (€) 
dn(A) = lim sup Togl/e ` (8. 3, 18) 


显然 , 当 (8. 3. 17) 式 的 极限 存在 时 ,dxk(4) 一 drn(4). 

由 于 A 是 有 界 集 , 故 必 存 在 半径 为 ~ 的 球 ,使 得 

S, = {x:x € R", | xl <r} DA. 
对 于 R" 中 的 球 5,, 不 难 验证 dy (S,)=dx(S,) =m. 由 于 覆盖 S, 的 N(e) 
个 球 也 必 覆 盖 其 子 集合 4, 所 以 必 有 
dn(A) < dn(S,) = m. (8. 3.19) 

上 式 表明 了 R 中 的 有 界 集合 A 的 Hausdoff 维 数 不 超过 R” 的 维 数 m, 
此 外 ,根据 Hausdoff 维 数 的 定义 ,不 难看 出 以 下 的 事实 : 

如 果 4 是 R" 中 的 可 列 点 组 成 的 集合 ,那么 必 有 dx (4) = 
dn(A)=0. 

如 果 4 是 R"(m 宇 2) 中 的 有 限 长 度 的 直线 或 曲线 , 则 dx CAD = 
dy(A)=1. 如果 A 是 R"(m 宇 3) 中 的 有 限 面 积 的 平面 或 曲面 , 则 dk CA) 
=dy(A)=2. 更 一 般 地 ,如 果 A 是 R" 中 的 低 维 超 平面 或 流 形 , 则 dA) 
总 为 小 于 m 的 整数 . 

# A 是 [0,1] 中 的 Cantor 集 , 可 证 dx (A) =dy (A) =log2/log3. $ 
见 文献 [106]. 

最 后 我 们 指出 ,对 于 多 维 变换 @ 而 言 ( 不 一 定 要 求 连续 可 微 ), 它 们 
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的 吸引 元 、 吸 引 集 或 吸引 域 可 以 用 上 述 方法 定义 其 Kolmogorov 容 度 和 
Hausdoff 维 数 等 ,借以 描述 这 些 集合 的 复杂 特征 . 


三 、 相 关 维 数 
考虑 从 R" 到 R HERS Ux 表示 用 OBR: FHA FREE 
得 到 x ,x,，,… ,x, 的 观测 值 , 计 算 


CH= SSIs, le <r). (8. 3. 20) 
式 中 7(。) 仍 表示 示 性 函数 ， 0<r<1; 对 于 向 量 ?= ys Yad 和 
Z= (2,59 52m )"s (8. 3. 20) 式 中 的 ‖ ?一 z 上 被 定义 为 


ly zll o = max{ |y; — zli = 1,25m}, 
4 n FERK I 


Cir) = limC,(r). (8. 3.21) 


关于 上 式 中 的 极限 存在 问题 的 讨论 与 (8. 3. 8) 式 的 讨论 相似 ,这 里 从 略 . 
类 似 于 (8. 3.17) 式 ,用 以 下 极限 定义 O 的 相关 维 数 , 即 


dur(@) = lim geo, (8. 3. 22) 
AERA ATANA EN, 在 文献 [31] 中 曾 指 出 
dip(®) <dx(Le), (8. 3. 23) 


RP dx (Leo) 表 示 @ 的 吸引 集 的 Kolmogorov 容 度 . 目前 尚 不 知 dor、dx 
和 di 之 间 的 更 多 的 联系 . 


m., RAK 

本 小 节 要 介绍 的 嵌入 维 数 是 与 上 述 的 各 种 分 形 维 数 不 同 的 维 数 概 
念 , 但 又 是 有 某 种 联系 的 . 它 是 从 识别 混沌 变换 的 维 数 角度 提出 来 的 . 

假如 0 是 从 R" 到 R" 的 变换 , {x.,t 宇 0} 是 满足 x 二 Cx,-,) 的 类 代 
序列 ,由 于 种 种 原因 此 序列 不 能 被 直接 观测 ,而 代 之 以 观测 y= fr, ,这 
里 了 是 从 R BR! 的 变换 . y 可 以 是 x 的 某 个 分 量 ,也 可 以 是 x 的 某 种 
函数 . 我 们 要 问 , {x.,t 宇 0} 的 吸引 集 的 结构 能 否 被 {y.,t 宇 0} 再 现 出 来 ? 或 
者 说 重新 构造 出 来 ? 现在 从 反面 给 这 问题 一 个 回答 ,具体 内 容 如 下 :一 元 
序列 {y.,t 之 0}, 它 被 称 为 有 确定 性 的 和 光滑 的 自 释 性 ,如 果 存 在 连续 可 
微 的 变换 D(CR" 一 R") 和 f(R" 一 R') ,使 得 y= FD A = Oe). 这样 
的 序列 具有 如 下 的 性 质 : 取 y: 的 g 个 相连 的 延迟 量 构成 向 量 序列 
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Wi = (Yir Y-i Yia) @=Qt ligt 2), 
只 要 
q > 2dy(Le) 十 1， (8. 3. 24) 
式 中 dn(Lo) 为 @ 的 吸引 集 的 Hausdoff 维 数 , 则 序列 {wt 之 9} 的 极限 点 
集 的 相关 维 数 与 ¢ HK. 其 实 , 当 (8. 3. 24) 式 成 立时 , (wt >q) F(x, > 
0} 具 有 某 种 相 类 似 的 特征 (如 见 文献 [31]). 

以 上 事实 说 明了 :如 果 序 列 {y} 是 由 某 个 确定 性 系统 和 迭代 产生 的 , 它 
必然 使 (8. 3. 24) 式 成 立 . 但 是 这 并 不 是 充分 条 件 ,而 且 也 没有 找到 能 保证 
{y" 为 有 确定 的 和 光滑 的 自 释 性 的 充分 条 件 . 

对 于 (8. 3. 24) 式 还 有 另 一 种 应 用 . 假定 4 维 向 量 序列 {y,} 是 可 观测 
的 ,而 且 yy 二 7T(y,-1), 其 中 变换 的 吸引 集 是 一 个 圆 图 , 则 在 此 圆 图 所 在 
的 平面 中 是 无 法 “看 清 ” 此 圆圈 的 全 貌 的 . 好 像 一 只 蚂蚁 在 此 平面 中 看 到 
此 圆圈 与 一 只 飞鸟 所 看 到 的 此 圆圈 的 感觉 完全 不 一 样 (文献 [107]). 因为 
后 者 是 生活 在 三 维 空间 中 . 注意 ,圆圈 的 Hausdoff 维 数 是 1, 以 此 代入 
(8. 3. 24) 式 右 端 ,可 得 到 不 等 式 9 之 3. 由 此 可 见 ,至少 要 生活 在 包含 圆 图 
在 内 的 gq( 宇 3) 维 空间 中 ,才能 看 清 圆 圈 的 全 貌 . 为 了 观察 圆 图 的 分 形 几 
何 结构 ,在 w 中 取 4=3 也 就 够 了 . 

将 以 上 直观 想法 推 而 广 之 , 令 w= OF ie gr UR 

OW) = (T9) We) (8. 3. 25) 
若 T 的 吸引 集 为 Zr, 它 的 Hausdoff 维 数 为 dn(Lr), 则 取 g 为 满足 
q> 2dy(Lr) +1 
的 最 小 正 整数 , 便 可 在 R 中 观察 到 吸引 集 Lr HER AR q 为 Lr 的 
嵌入 维 数 . 详 见 文献 [107]. 


五 、 维 数 的 估计 问题 

前 面 介 绍 的 几 种 分 形 维 数 ,是 刻 划 非 线性 变换 的 吸引 集 的 重要 量化 
指标 . 例如 在 第 2 章 的 例 2. 3. 25 中 ,图 2. 3. 6 所 示 的 闭 曲线 的 长 度 是 无 
穷 的 ,而 它 的 分 形 维 数 是 有 限 的 , 且 是 曲线 复杂 性 的 一 种 量化 的 指标 . 当 
人 们 得 到 有 限 的 观测 数据 序列 时 ,并 不 知道 它们 满足 怎样 的 送 代 关系 ,而 
希望 利用 这 些 数据 对 上 述 分 形 维 数 进行 估计 ,这 就 是 维 数 估计 问题 . 解决 
这 样 的 问题 是 十 分 困难 的 ,研究 估计 的 性 质 也 更 困难 . 下 面 仅 简单 介绍 相 
关 维 数 的 一 种 近似 估计 方法 . 

记 xi ore st ,x 为 一 维 数据 序列 ,不 妨 假定 它们 都 在 0 和 1 之 间 , 再 
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令 rr =k/S HPS, 是 远 比 n 小 的 正 整 数 . 然后 , 按 (8. 3. 20) 式 计算 
logC.(x,) 的 值 ,其 中 ==1,2,…,1.,4, 是 比 S, 小 的 正 整 数 . 用 最 小 二 乘法 
拟 合 如 下 的 回归 模型 : 
logC, (ri) = alogri + 9, (k= 1,2,°,1,). 
由 于 logC,(r,) 和 x 是 给 定 的 计算 值 ,于 是 可 得 到 a 的 最 小 二 乘 估计 a. 
取 dep =a, 作为 相关 维 数 的 估计 . 至 于 此 估计 的 性 质 , 则 尚 待 研究 . 
有 关 其 他 估计 方法 可 参见 文献 [37]. 
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近年 来 比较 活跃 的 神经 网 络 研究 ,与 统计 学 有 密切 的 联系 ,这 种 联系 
包括 与 时 间 序 列 分 析 的 联系 . 不 仅 如 此 ,还 包括 与 统计 学 其 他 分 支 的 联 
系 ,例如 与 聚 类 分 析 、 回 归 分 析 等 分 支 也 有 联系 . 在 这 一 节 中 我 们 着 重 介 
绍 神经 网 络 与 时 间 序 列 分 析 的 联系 . 

神经 网 络 有 多 种 不 同类 型 ,以 下 仅 介绍 最 常用 的 多 层 前 输 网 络 与 时 
间 序 列 分 析 的 联系 . 顾名思义 ,神经 网 络 是 模仿 生物 神经 系统 来 描述 输入 
输出 系统 . 以 zx 表示 输入 信息 ,y 表示 输出 量 , 它 们 之 间 的 联系 往往 是 复 
杂 的 和 未 知 的 , 暂 记 为 y= (z). 当 p 为 线性 函数 时 , 则 属于 最 简单 的 一 
类 ,此 时 只 要 利用 (z,y) 的 若干 次 观测 量 (zi,y, )，(za,yz)，…Czwyyw) 就 
可 以 准确 地 估计 出 来 . 这 一 估计 过 程 在 神经 网 络 中 称 为 学 习 过 程 ,又 称 
训练 过 程 . 但 是 ,在 神经 网 络 中 ,一 般 不 讨论 9 为 线性 的 情况 . 当 9 为 非 线 
性 函数 时 ,上 述 的 学 习 过 程 就 困难 多 了 ,以 至 很 难 准确 估计 出 来 . 况且 在 
神经 网 络 中 的 输入 输出 量 多 为 向 量 形式 ,估计 ?就 更 困难 了 . 如 在 第 7 章 
所 讨论 的 非 线 性 时 间 序 列 的 模型 估计 那样 ,对 9 的 估计 包括 多 层次 的 内 
容 ,诸如 函数 类 型 估计 、 阶 数 估计 、 参 数 估计 等 等 . 在 神经 网 络 分 析 中 , 例 
如 多 层 前 输 网 络 ,实际 上 先 将 p 的 类 型 限定 ,从 而 使 上 述 的 学 习 过 程 的 内 
容 单一 化 , 即 只 要 估计 网 络 中 的 未 知 参数 或 权 函 数 . 以 下 将 以 多 输入 单 输 
出 多 层 前 输 网 络 为 例 ,叙述 其 定义 和 学 习 过 程 . 

考虑 p 元 输入 x 和 一 元 输出 y， 按 三 层 前 输 形 式 的 网 络 联 系 ,如 图 
8. 4.1 所 示 . 在 图 8. 4. 1 中 的 圆圈 记号 表示 神经 元 ,这 些 神经 元 分 布 在 三 
个 不 同 的 层面 上 . 在 图 8. 4. 1 中 共有 三 层 神经 元 ,最 左 端 一 层 为 输入 层 ， 
右 端 为 输出 层 ,中 间 为 隐蔽 层 . 神经 元 之 间 有 信息 输送 关系 ,并 用 带 箭头 
的 线段 表示 ;从 左 向 右 ,前 一 层 的 神经 元 只 向 下 一 层 输送 信息 ,如 图 8. 4. 
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1 中 的 箭头 所 示 . 不 同 层 中 的 神经 元 的 个 数 由 设计 者 选 定 . 类 似 地 ,前 输 
网 络 的 层次 也 由 实际 需要 决定 . 在 本 节 后 文中 所 讨论 的 内 容 都 是 在 层次 
和 神经 元 选 定 的 情况 下 进行 的 . 


在 图 8. 4. 1 中 的 三 层 前 输 网 络 中 , 输 
入 层 中 共有 p 个 神经 元 ,它们 将 各 自 的 输 
入 量 分 别 输 送 给 下 一 层 中 的 每 个 神经 元 . 
oS, 在 隐蔽 层 中 的 每 个 神经 元 都 从 前 一 层 的 神 
: 经 元 得 到 p 个 输入 量 , 即 azp 不 
同 的 神经 元 按 不 同 的 权 数 将 这 p 个 输入 
基 加 权 求 和 后 作为 其 纯 输入 量 ; 然 后 ,又 按 
各 自 的 激发 函数 产生 输出 量 , 并 将 它 输 送 
图 & 4 1 cena 。 给 下 一 层 的 神经 元 . 最 后 一 层 为 输出 层 ,此 
时 只 有 单 输出 ,所 以 只 有 一 个 神经 元 , 它 也 
将 前 一 层 输入 的 诸 量 加 权 求 和 后 作为 纯 输入 量 ,然后 再 按 其 激发 函数 产 
生 输 出 量 y. 下面 用 公式 描述 各 层 神经 元 的 输入 输出 关系 . 
记 x= (ayers er, 为 输入 向 量 ,w= urur sun)" 表示 隐蔽 层 
输出 向 量 , 即 隐蔽 层 共存 m 个 神经 元 ,第 i 个 神经 元 的 输出 量 为 w ,其 纯 
输入 量 为 


z 
Gx)= Vo 十 D vyz; 
fa 


A 
= D vjz; (G =1,,m), (8.4.1) 
名 


RP n= (wo sip)” 为 权 向 量 , 但 是 并 不 要 求 其 分 量 w 具 有 非 负 性 ,还 
约定 zo 二 1, 于 是 vo 表示 第 i 个 神经 元 的 激发 水 平 调节 量 . 当 w 一 we 一 … 
二 vi 二 0 时 ,vo 的 调节 含义 更 加 突出 . 隐蔽 层 中 第 i 个 神经 元 得 到 纯 输入 
量 风 (xiwv) 后 ,经 过 其 自身 的 激发 作用 给 出 输出 量 wi, 它 可 以 表示 为 

w= gp) G = 1.2.0), (8.4.2) 
其 中 g 被 称 为 第 i 个 神经 元 的 激发 函数 . 类 似 地 ,输出 层 的 神经 元 的 纯 
输入 量 是 前 一 层 的 各 神经 元 送 来 的 输入 量 wi,ws，… ,uw 的 加 权 和 ,与 
(8. 4. 1) 式 相似 , 即 

E(u,w) = wo 十 Žv, u, = Sem (8. 4. 3) 


E w= nsw rwn) 为 权 向 量 ， 并 约定 由 二 1 由 输出 神经 元 的 激发 
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后 给 出 输出 量 , 与 (8. 4. 2) 式 相似 ,有 
y= f(é(u,w)), (8.4. 4) 
其 中 了 为 输出 神经 元 的 激发 函数 . 

综 上 所 述 ,为 了 给 出 三 层 前 输 网 络 系统 的 输出 y 与 输入 x 的 联系 ,还 
要 给 出 以 上 诸 式 9 的 激发 函数 g1,g:,… ,gm 和 f ,以 及 所 有 的 权 向 量 v， 
Vr Vn Aw. 显然 ,关于 激发 函数 的 选择 范围 太 广泛 了 ,在 神经 网 络 中 ， 
最 常用 的 激发 函数 有 如 下 两 类 :一 类 是 符号 函数 , 即 

1, 4220; 
g(x) = -1, 42<0. (8. 4.5) 
另 一 类 为 5S 形 函 数 : 
8g(7)=1/(1+e),— œ < z <o. (8. 4. 6) 
在 激发 函数 选 定时 ,神经 网 络 中 的 未 知 权 向 量 便 可 用 学 习 过 程 确定 , 详 见 
后 文 叙 述 . 为 了 说 明 上 述 的 三 层 前 输 网 络 所 能 描述 的 输入 输出 关系 的 广 
泛 性 , 现 举 以 下 一 些 特例 说 明之 . 

例 8.4.1 如 果 uws=0,w=1 (R=1,2,0 m), f(x) =z, M8. 4. 

1) 至 (8. 4. 4) 式 成 为 


y= f(€(u,w)) = w 十 Sy 
m 


=w 十 Sal So. (8.4.7) 
iml j=l 
上 式 模型 等 价 于 投影 寻 踪 (Projection Pursuit ) 模 型 ,参见 文献 [50]. 
例 8.4.2 MB m=p, wi=1, vn 二 0, vy 二 0 Kk, jp) KH 
H du=1,0,,=0, 4 kAj. f(r) =x. FRAG. 4.1) ~ (8.4. DR A 
y=w + Seta). (8. 4. 8) 
此 式 为 广义 可 加 模型 . 
例 8.4.3 WR g=gi=1.2.+.m. H f(z) =2, ABA (8. 4. D~ 
(8.4. OKRA 
y= w = Ewet + Bee) Tj). (8. 4. 9) 
以 上 几 例 中 的 激发 函数 g1，…,g” 可 取 (8. 4.5) 或 (8.4.6) 式 中 的 函 
数 , 也 可 取 其 他 非 线性 函数 . TERS- 例 , 它 不 同 于 以 上 三 例 . 
例 8.4.4 考虑 三 层 前 输 网 络 ,其 输入 输出 关系 (8. 4. 1) 和 (8. 4. 2) 
式 被 以 下 的 形式 代替 . 首先 ,隐蔽 层 中 的 第 i 个 神经 元 的 纯 输 入 量 为 
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[|x 一 cl G=1,2,.m), (8.4.10) 
其 中 x 仍 如 前 所 述 ,为 输入 向 量 ,c 一 (cvca,…vcm) 为 位 置 向 量 ,c 为 刻 
度 常数 . 另 一 方面 ,相应 的 激发 函数 为 
alr) =o p(x) (i =1,2,,m), (8. 4.11) 
式 中 9 为 球 对 称 函数 . 于 是 由 第 i 个 神经 元 输 给 输出 神经 元 的 量 为 
op (上 x 一 ci/o). 如 果 输 出 神经 元 的 纯 输 入 量 和 输出 量 仍 由 (8. 4. 3) 
和 (8. 4. 4) 式 确定 , 当 取 /(z)==z 时 , 则 有 


y= w + Dw px el /0). (8.4.12) 


从 函数 论 观点 看 , (8. 4. 12) 式 所 描述 的 输入 x 与 输出 y 的 关系 ,可 以 作为 
更 一 般 多 输入 单 输出 的 允 近 . 这 种 方法 被 称 为 基 函 数 方法 ( 见 文 献 L[21]). 

通过 以 上 数 例 可 见 , 多 层 前 输 网 络 以 其 特有 的 方式 建立 起 输入 与 输 
出 的 联系 . 特别 当 所 有 激发 函数 只 取 (8. 4. 5) 或 (8. 4. 6) 式 的 简单 函数 时 ， 
就 每 个 神经 元 而 言 ,其 输入 输出 的 关系 是 相当 简单 的 非 线性 关系 ,而 隔 层 
之 间 的 神经 元 的 输入 输出 关系 可 以 是 较 复杂 的 ,从 而 它们 蓝 盖 了 多 种 熟 
知 的 非 线 性 的 输入 输出 系统 . 这 正 是 神经 网 络 描述 输入 输出 系统 的 重要 
特征 之 一 . 

在 神经 网 络 的 层次 和 神经 元 的 个 数 及 激发 函数 给 定 后 ,为 了 最 终 确 
定神 经 网 络 的 输入 输出 关系 ,还 要 确定 (8.4. 1) 和 (8. 4. 3) 式 中 的 权 向 量 . 
这 可 通过 前 述 的 学 习 过 程 来 完成 .换言之 ,就 是 通过 输入 输出 的 观测 数据 
(xr ye) (t 二 1,2,…,N) 对 上 述 诸 权 向 量 进行 估计 ,或 在 原 估计 基础 上 进 
行 调整 . 这 种 学 习 过 程 与 非 线性 回归 分 析 很 相似 .但 是 , 当 多 层 前 输 网 络 
中 的 输入 量 x 是 输出 量 > 的 时 间 延 迟 量 时 ,上 述 的 学 习 过 程 则 与 时 间 序 
列 分 析 中 的 非 线 性 自 回归 分 析 相 似 . 下 面 介绍 带 反 馈 的 三 层 前 输 网 络 . 

考虑 图 8. 4. 1 所 示 的 三 层 前 输 系统 为 迭代 系统 , 即 输出 y 用 y 代 
RA x H = (Oye ye) 代替 ,即将 输出 y 的 延迟 量 反馈 
作为 输入 向 量 ,并 重新 讨论 例 8. 4. 1 一 例 8. 4. 4, 于 是 可 得 到 如 下 的 相应 
系统 : 

与 (8.4.7) 式 相应 的 是 


由 > 
y = w + Dail Dou). (8. 4.13) 
aopa 
与 (8. 4.8) 式 相应 的 是 
y = w + Dari. (8. 4.14) 
a 
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与 (8.4.9) 式 相应 的 是 
Me = Wo + Dwg v% + Dviy i) (8.4.15) 
与 (8. 4.12) 式 相应 的 是 
Je = Wy + D woe] (Son, —o,)?}'7/o). (8.4.16) 
显而易见 ,以 上 四 式 是 我 们 所 熟悉 的 非 线性 动态 系统 ,可 与 第 2 章 的 
动态 系统 相对 照 . 这 些 系统 可 以 视 为 如 下 一 般 系统 的 通 近 , 即 
Ve = P (yey). (8.4.17) 
当 函 数 9 满足 某 些 光滑 性 条 件 时 , 取 适 当 多 的 神经 元 的 个 数 ,前 面 所 列 的 
几 种 系统 可 对 (8. 4. 17) 式 达到 较 好 的 逼近 效果 . 
为 了 确定 (8. 4. 13) 等 式 中 的 权 向 量 ,需要 安排 学 习 过 程 ,实际 上 ,就 
是 利用 观测 数据 序列 w oye vet ,yx 估计 (8. 4. 13) 等 式 中 的 未 知 权 向 量 . 
下 面 以 (8. 4. 13) 式 为 例 ,叙述 对 wow (1<i<m,1<<j<<p) 等 元 素 的 估 
计 问 题 . PRIS vi = Con sere ,vip)” G 一 1,2, om). 在 给 定 Woo Vo 9 Ym 
诸 变量 时 ,利用 (8. 4. 13) 式 和 数据 %m yee ,yw 可 给 出 拟 合 值 


z = Wo + Se (Duy, 让 (t=p+1,p+2,",N). 
ist Nm 


(8. 4. 18) 
显然 , 拟 合 值 x 不 一 定 恰好 等 于 (8. 4.13) RH IE A SCA My,» RAE 
(8. 4. 18) 式 中 的 诸 权 数值 恰好 取 真 值 .因此 ,可 以 定义 它们 之 间 的 距离 
OC yz) ,并 将 它们 求 和 : 

ELWa Vi Vs" Mm) 一 PA PYZ)» (8. 4. 19) 


其 中 最 常用 的 距离 函数 为 pcCy,z,) 一 (3% 一 =). 求 (8.4. 19) 式 的 最 小 值 ， 
其 解 记 为 wos ,yo 它们 可 作为 wory sVn 的 估计 . 具体 求解 方法 
可 见 神经 网 络 方面 的 文献 . 
据 前 所 述 ,由 前 输 网 络 所 描述 的 输入 输出 系统 是 确定 性 的 系统 ,但 是 
在 用 这 样 的 网 络 描述 真实 数据 资料 时 ,难免 带 有 误差 . 从 统计 观点 看 ,这 
种 误差 可 视 为 随机 噪声 或 称 随机 误差 . 以 系统 (8. 4. 14) 为 例 ,其 带 误差 的 
形式 可 写 为 如 下 的 可 加 噪声 系统 : 
Ye Wo + SG.) FA (8. 4. 20) 


这 正 是 我 们 在 第 4 章 所 熟悉 的 可 加 非 线 性 自 回归 模型 ( 见 (3. 2. 3) 式 ). 类 
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似 地 ,其 他 带 反 馈 的 前 输 神 经 网 络 系统 的 输入 输出 的 关系 也 有 非 线性 时 
间 序 列 模型 的 形式 .这 里 不 一 一 叙述 了 . 

到 此 为 止 ,我 们 不 仅 看 到 了 神经 网 络 与 非 线性 系统 的 联系 ,还 看 到 了 
与 非 线性 时 间 序 列 模型 的 联系 ,并 把 神经 网 络 的 学 习 过 程 与 时 间 序 列 建 
模 相 联系 . 因此 ,时 间 序列 分 析 中 的 建 模 理论 与 方法 无 疑 可 以 被 神经 网 络 
中 的 学 习 过 程 所 引用 . 例如 本 书 第 7 章 所 介绍 的 某 些 方法 可 以 作为 神经 
网 络 的 训练 方法 . 如 果 需 要 讨论 神经 网 络 的 稳定 性 时 ,本 书 第 2 章 和 第 4 
章 的 内 容 也 有 重要 参考 价值 . 


第 9 章 
实例 分 析 


时 间 序 列 分 析 在 科学 研究 .工业 、 医 学、 生物、 经 济 管理 以 及 军事 科学 
领域 都 有 重要 应 用 . 线性 时 间 序 列 分 析 的 方法 在 这 些 领域 中 的 应 用 成 果 
是 相当 丰富 的 . 但 是 在 实际 问题 中 ,有 许多 现象 用 线性 方法 描述 是 相当 粗 
糖 的 ,往往 不 能 有 效 地 反映 和 解释 所 观测 的 数据 的 客观 规律 ,这 可 从 本 章 
将 要 介绍 的 一 些 实例 中 看 到 . 另 一 方面 ,实际 中 的 观测 数据 不 一 定 真 的 满 
足 一 个 固定 的 统计 模型 . 所 谓 建 模 分 析 , 只 是 人 们 根据 统计 理论 知识 和 数 
据 的 特征 ,用 已 知 的 统计 模型 和 创新 的 统计 模型 去 拟 合 这 些 数据 ,以 图 近 
似 地 描述 观测 数据 的 规律 性 . 因此 ,对 一 组 数据 ,我 们 可 以 用 不 同 的 建 模 
方法 去 拟 合 , 并 从 中 选择 能 更 好 地 刻画 这 些 数据 特征 的 模型 , 本 章 将 通过 
几 个 实际 数值 例子 的 分 析 来 说 明 如 何 使 用 非 线 性 时 间 序列 分 析 的 方法 . 


§ 9.1 加 拿 大 山猫 数据 的 统计 分 析 


加 拿 大 山猫 数据 ,是 指 从 1821 年 一 1934 年 逐年 记录 的 加 拿 大 马 堪 
泽 河 (Mackenzie River) 流 域 的 捕获 山猫 的 数据 . 这 些 数据 最 早 见于 文献 
[44] 中 . 这 组 数据 是 时 间 序 列 分 析 中 著名 的 数据 . 各 家 新 创 的 时 间 序列 建 
模 方法 都 以 能 更 精确 地 预报 这 组 数据 作为 方法 优越 性 的 凭证 之 一 . 本 节 
将 介绍 文献 中 关于 这 组 数据 的 一 些 非 线性 建 模 方法 


一 、 数 据 的 探索 性 分 析 

表 9.1.1 列 出 了 1821 ~ 1934 年 加 拿 大 捕获 山猫 数量 的 资料 . 由 表 
9.1.1 中 数据 的 变化 可 见 , 加 拿 大 山猫 数据 有 大 约 10 年 的 周期 变化 ,并 
且 每 一 个 局 部 极 小 到 下 一 个 局 部 极 大 的 增长 周期 超过 从 一 个 局 部 极 大 型 
下 一 个 局 部 极 小 的 下 降 周期 

对 原始 数据 取 以 10 为 底 的 对 数 ,把 变换 后 的 数据 作为 建 模 数据 . 图 
9.1.1 是 变换 后 的 数据 随时 间 变 化 的 图 形 
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表 9.1.1 加 拿 大 山猫 数据 (1821 年 一 1934 E) 
1-11 12-22 23-33 34-44 45-55 56-66 67-77 78-88 88-99 100-110 111-114 
269 98 68 731 3311 1426 389 105 382 108 1000 
321 184 213 1638 6721 756 73 153 808 229 1590 
585 279 546 2725 4254 299 39 387 1388 399 2657 
871 409 1033 2871 687 201 49 758 2713 1132 3396 
1475 2285 2129 2119 255 229 59 1307 3800 2432 
2821 2685 2536 684 473 469 188 3465 3091 3574 
3928 3409 957 299 358 736 377 6991 2985 2935 
5943 1824 361 236 784 2042 1292 6313 3790 1537 
4950 409 377 245 1594 2811 4031 3794 674 529 
2577 151 225 552 1676 4431 3495 1836 81 485 
523 45 360 1623 2251 2511 587 345 80 662 
变换 数据 的 一 种 一 维 直 方 图 由 图 
9.1.2 给 出 . 它 有 两 个 峰值 ,在 点 3 附近 
有 一 凹 沟 , 故 它 不 是 正 态 变量 的 数据 . 变 
换 数据 的 样本 均值 为 2. 9036, 样 本 均 方 
差 为 0. 3090, 偏 度 为 一 0. 36, 峰 度 为 
2.77. 
变换 数据 的 几 个 二 维 直 方 图 由 图 
9.1.3 给 出 ,它们 旦 “山脉 ” 状 . 
变换 数据 的 二 维 散 点 图 由 图 9. 1. 4 
给 示 出 一 i 3 
图 9.1.1 加 拿 大 山猫 变换 数据 “给 出 . 它 显示 出 一 种 有 规则 的 变化 倾向 


延迟 步 数 较 小 的 (zz 和 (zz-z) 


的 图 形 ( 见 图 9. 1.4 的 (a) 和 (5)) 更 清晰 地 表现 出 数据 的 周期 结构 . 
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9.1.2 变换 数据 的 直方 图 
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图 9. 1. 3 中 * 最 高 的 山峰 ”的 偏 移 现象 以 及 图 9. 1.4 的 (a) 和 (8) 中 心 的 空 
白 现象 进一步 突出 了 数据 非 正 态 的 特征 . 


图 9.1.3(U 


图 9.1.3(2) 变换 数据 的 二 维 直方 图 


K 9. 1. 2 列 出 了 变换 数据 的 样本 自 相关 函数 值 . 样本 自 相关 的 周期 
变化 也 反映 了 数据 的 周期 性 . 而 且 由 表 中 样本 自 相 关 的 数值 可 见 到 其 误 
减 是 很 慢 的 . 

关于 变换 数据 的 线性 检验 , 双 谱 检验 法 和 Keenan 检验 法 在 给 定 置 
信 水 平 p=0.05 时 ,不 能 拒绝 变换 数据 的 线性 性 假定 . 而 $6.2 中 的 K-S 
检验 在 给 定 置信 水 平 8=0.05 时 ,拒绝 变换 数据 的 线性 性 假定 . 


表 9.1.2 变换 数据 的 样本 自 相关 


Pi j Êi j a 

1 0. 78513 10 0. 60551 19 0, 45500 
2 0. 34024 u 0. 38295 20 0. 44650 
3 —0. 13229 12 —0. 01229 21 0. 21760 
4 —0. 49389 13 —0. 38480 22 —0. 11551 
5 —0. 62055 14 —0. 60734 23 —0. 39955 
6 —0. 48796 15 —0. 61020 24 一 0.50749 
7 —0. 15781 16 —0. 40691 25 —0. 41462 
8 0. 23485 17 —0. 07272 26 0.16318 
9 9. 53721 18 0. 25318 27 0.15091 
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| 


n . eo 4 1 4 
1.6 20 24 28 32 36 4016 2C 24 28 3.2 36 4.0 


1.6 


图 9.1.4 变换 数据 的 二 维 散 点 图 
二 、 变 换 数 据 的 统计 建 模 
Moran( 见 文献 [80]) 首 先 对 山猫 数据 进行 了 统计 分 析 ,提出 了 如 下 
的 LAR(2) 模 型 : 
z, — 2.9036= 1.4101(z 1 — 2. 9036) 
— 0.7734(a,-2 — 2. 9036) 十 se， (9.1.1) 
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RP e WA EIT H o? =0. 0459,LAR(2) 模 型 (9. 1.1) 的 系数 多 项 式 为 
ge (z) 一 1 一 1.4101z + 0.77342". 

p (z) 的 零点 为 (0. 8794) 'exp{ 土 2xi/9. 8076}. 因此 ,满足 (9. 1. 1) 的 
LAR (2) 过 程 能 显示 出 具有 周期 9. 8076 的 周期 循环 . 但 是 模型 (9. 1. 1) 
的 自 相关 函数 的 衰减 比 变换 数据 的 自 相关 函数 要 快 得 多 . 这 就 表明 了 对 
刻画 山猫 数据 的 变化 规律 而 言 ,模型 (9. 1. 1) 不 是 一 个 好 模型 . Moran 
(1953) 曾 指出 :“ 也 许 …… 通 过 某 种 非 线性 模型 ,过 程 ( 指 山 猫 数据 ,作者 
注 ) 将 会 被 很 好 地 描述 ” 

Tong ( 见 文献 [103]) 考 虑 用 一 个 高 阶 疏 系数 LAR 模型 拟 合 山猫 数 
据 . 用 AIC 准则 得 到 一 个 LAR(12) 模 型 ,并 得 到 如 下 12 Brat AMR LAR 
模型 : 


z= 1.0569z,., — 0.3374zi_， 一 0. 09452,-4 
+ 0. 1512z)-5 — 0.1759z, 12 + €v (9.1.2) 
HEAR oi =0. 0503,1, =r, — 2. 8802. 尽管 模型 (9. 1. 2) 对 数据 拟 合 得 较 好 ， 
但 是 有 些 参数 很 难 从 生物 的 观点 给 予 解释 . 特别 是 ,一 只 山猫 存活 10 年 ， 
被 认为 是 很 稀罕 的 ,而 且 不 论 山猫 出 生 在 邬 一 年 ,其 年 死亡 率 为 60%. 
Subba Rao 和 Gabr( 见 文献 [99]) 也 用 高 阶 LAR 模型 拟 合 山猫 数 
据 , 得 到 如 下 的 LAR(12) 模 型 : 
z= 1.0541z, 1 — 0. 45392,-2 + 0. 32602,-3 
— 0. 3791x,-, + 0. 23452-5 — 0. 17572-6 
+ 0. 096z,-7 — 0. 12841,- + 0. 27442,-5 
+ 0. 11432,1 — 0. 18532-1 — 0. 1713z,-12 + &. (9.1.3) 
和 12 PHAR LAR 模型 : 
X= 1.0170z,-, — 0. 4900z,_-, + 0. 25852-3 
— 0.22042,-, + 0. 22102,-5 — 0. 2534242 + & (9.1.4) 
Tong 和 Lim( 见 文献 [108]) 建 立 了 如 下 的 门限 自 回归 模型 : 
0. 5239 二 1. 03592,1 —0. 175622 
+0. 1753z,-;—0. 4339z,-,+0. 34572-5 
一 0. 3032z, 6 二 0. 21652,-7+0. 0043Z,_s 十 eu， 
n= (9.1.5) 
当 x,-2<3. 1163; 
2. 6559+ 1. 4246x,- ı—1. 16182, :一 0. 10942,-s+€n» 
% x,-2>3. 1163, 
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其 中 Ee?,=0.0255, Eel, =0. 0516. 

模型 (9. 1. 5) 是 用 1821 年 一 1920 年 的 100 个 数据 求 条 件 最 小 二 乘 
估计 所 得 到 . 利用 模型 (9. 1.5), 对 1921 E~ 1934 年 山猫 捕获 量 进行 预 
报 ,并 与 实际 数值 进行 比较 ( 见 表 9. 1. 3). 图 9. 1. 5 绘 出 了 用 (9. 1. 5) 式 
进行 预报 的 结果 . 由 表 9. 1. 3 可 知 , 模 型 (9. 1. 5) 给 出 的 一 步 预报 对 实测 
数据 具有 较 好 的 拟 合 度 ,而 且 当 模 型 进入 稳定 状态 后 ,一 步 预报 值 构成 的 
最 终 预报 函数 是 一 个 以 9 年 为 周期 的 非 对 称 周 期 函数 ,其 中 上 升 周期 为 
6, 下 降 周期 为 3, 从 而 构成 周期 为 9 的 极限 环 . 极限 环 为 (2. 6226， 
2. 8945，3. 2523, 3.4601, 3. 4257, 3. 2281, 2. 9793, 2. 7884, 2. 6639) 
( 见 图 9. 1. 5). 这 些 预报 值 按 (z,,z,-,) 的 散 点 图 ( 见 图 9.1.6) 的 轨迹 与 变 
换 数 据 的 散 点 图 的 轨迹 ( 见 图 9. 1. 4(a)) 很 相似 . 


0 para 
1840 1860 1880 1900 1920 1940 1960 1980 2000 
图 9.1.5 山猫 捕获 量 预报 


由 模型 (9. 1. 5) 构 成 的 极限 环 
成 功 地 解释 了 山猫 在 自然 界 中 生态 
平衡 的 规律 . 周期 为 9 的 极限 环 的 3.6 
出 现 与 生态 学 中 普遍 认为 的 山猫 生 3.4 
态 9~ 10 年 周期 的 结论 相 一 致 . :。 
4 一 2 说 明 当年 的 群体 数目 主要 与 ,。 
两 年 前 的 群体 数目 有 特殊 联系 ,而 ，, 
山猫 从 出 生 到 具有 生殖 能 力 的 成 熟 
期 正好 是 两 年 . 可 见 4 二 2 有 明显 的 
生态 意义 . 进一步 将 模型 (9.1.5) 近 0 24 26 28 30 32 34 36 r 
似 地 简化 为 图 9. 1.6 对 山 狂 数据 所 建 TAR 模型 

的 极限 环 


Vz= ti Xi 
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10.5， 省 区 

lz6+o4z 一 zs， 当 并 :>3. 
(9. 1. 6) 式 形象 地 刻 划 了 山猫 增 减 与 所 需 食品 之 间 的 相互 制约 的 关系 . 当 
某 年 山猫 数量 (经 对 数 变换 后 ) 不 多 于 3 时 , 则 意味 着 所 需 食品 大 于 山猫 
的 生存 需求 ,从 而 导致 两 年 后 成 熟 的 山猫 繁殖 能 力 旺盛 ,山猫 的 总 数 趋 于 
增加 . 当 其 超过 3 时 ,所 需 食品 相对 地 缺乏 ,造成 成 年 山猫 和 幼小 山猫 因 
饥饿 而 死 , 以 及 饥饿 的 成 年 山猫 生殖 能 力 降低 ,使 得 山猫 的 总 数 日 趋 减 
少 . 当 其 数量 再 降 到 门限 值 3 之 内 时 ,又 因 食品 相对 丰富 ,再 次 导致 山猫 
数量 增加 ,形成 上 述 的 循环 ,如 此 周而复始 . 

表 9.1.3 ”山猫 数据 预报 结果 比较 


(9.1.6) 


年 实测 数据 LAR(12) Moran TAR BL 
1921 2. 3598 2. 4550 2. 4504 2. 3109 2. 4420 
1922 2. 6010 2. 8070 2. 8099 2. 8770 2. 7560 
1923 3. 0539 2. 8990 2. 8974 2. 9106 2. 8970 
1924 3. 3860 3. 2310 3. 3495 3. 3703 3. 1350 
1925 3. 5532 3. 3880 3. 4676 3. 5875 3.4110 
1926 3. 4676 3. 3320 3. 4465 3.4261 3.5120 
1927 3. 1867 3. 0070 2. 1966 3. 0936 2. 9220 
1928 2. 7235 2. 6880 2. 8666 2. 7706 2. 7060 
1929 2. 6857 2.4280 2. 4307 2.4217 2. 5830 
1930 2. 8209 2.7650 2. 7357 2.7644 2. 8440 
1931 3. 0000 2.9840 ` 2.9554 2. 9397 2. 9660 
1932 3. 2014 3.2170 3. 1036 3. 2462 3. 1590 
1933 3. 4244 3. 3650 3. 2490 3. 3701 3. 2990 


1934 3.5310 3.5030 3. 4077 3. 4468 3. 4150 
一 


Ù: LAR(12) 指 模型 (9.1. 2) 
Moran 指 模型 (9. 1. 1) 
TAR 指 模型 (9. 1.5) 

BL 指 模型 (9. 1. 7) 


对 山猫 数据 的 非 线 性 拟 合 还 有 Gabr 和 Subba Rao( 见 文献 [51]) 的 
双 线 性 模型 方法 ,他 们 得 到 如 下 模型 : 
Ti QZ.) H aTi- F ATs H Lis H aoti H aTi 
= a+ by ze 36, 9 por se 十 beozr et- 
十 bz-ie_ + bei + era- 十 ea 
(9.1.7) 
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其 中 
a, =— 0.77277. a, = 0.09157, a, =— 0.83070, 
a, = 0.26149, a, =— 0. 22559, aa = 0. 24584, 
a =— 1. 48629, by =— 0.78930. Ês = 0. 47980, 
bs = 0. 39020, bn = 0.13250, by = 0.07944, 


bs =— 0. 32120, a = 0.0223. 


模型 (9. 1.7) 是 用 1821 4 ~ 1920 年 的 山猫 变换 数据 拟 合 的 . 其 余 的 
14 个 观测 值 留 作 与 模型 (9. 1. 7) 输 出 的 预报 值 相 比较 ( 见 表 9. 1. 3). 


89.2 太阳 黑子 数据 的 统计 分 析 


太阳 黑子 的 活动 直接 影响 着 地 球 气 候 的 变化 . 太阳 黑子 聚集 到 一 定 
程度 就 会 产生 光斑 ,释放 出 的 大 量 能 量 所 产生 的 电磁 辐射 和 粒子 辐射 传 
播 到 地 球 ,可 造成 无 线 电 通讯 突然 中 断 . 因此 ,准确 地 预报 未 来 时 刻 的 太 
阳 黑 子 数 是 很 有 意义 的 ,从 而 也 是 新 创 时 间 序 列 建 模 方法 都 要 为 之 一 试 
的 . 表 9.2.1 列 出 了 1700 年 一 1988 年 历年 的 太阳 黑子 平均 数 ,其 随时 间 
变化 的 图 形 见 图 9. 2. 1. 
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9.2.1 太阳 黑子 数据 (1700 年 一 1987 年 ) 


历史 上 最 早 用 时 间 序列 研究 太阳 黑子 数据 的 学 者 是 Yule. 他 于 1927 
年 提出 了 LAR 模型 ,并 用 这 一 模型 拟 合 太阳 黑子 数据 ,借以 描述 太阳 黑 
子 的 变化 规律 . 50 年 代 以 来 ,这 方面 的 有 关 研 究 文献 激增 . 我 国 的 统计 学 
者 和 天 文 工 作 者 在 这 方面 也 做 了 许多 工作 . 关于 太阳 黑子 的 线性 序列 建 
模 方法 见 文献 [128], 这 里 从 略 本 节 主 要 介绍 太阳 黑子 数据 的 非 线 性 时 
间 序列 建 模 方法 . 

Tong 和 Lim( 见 文献 [108]) 用 门限 自 回 归 模 型 拟 合 了 1700 年 一 
1920 年 间 的 太阳 黑子 数据 ,其 模型 如 下 : 
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5.0 
11.0 
16.0 
23.0 
36.0 
58.0 
29.0 
20.0 
10.0 

8.0 

3.0 

0.0 

0.0 

2.0 
11.0 
27.0 
47.0 
63.0 
60.0 
39.0 
28.0 
26.0 
22.0 
11.0 
21.0 
40.0 
78.0 

122.0 


103.6 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
34.0 
0 
0 
0 
o 
0 


16.0 

5.0 
11.0 
22.0 
40.0 
60.0 
80.9 


47.8 
30.7 
12.2 

9.6 


31.5 154.7 
13.9 140.5 
4.4 115.9 
38.0 66.6 
141.7 45.9 
190. 2 17.9 
184.8 13.4 
159.0 29.2 
112.3 100.2 
53.9 
37.5 
27.9 
10.2 
15.1 
47.0 
93.8 
105.9 
105. 5 
104.5 
66.6 
68.9 
38. 0 
34.5 
15.5 
12.6 
27.5 
92.5 
155.4 


表 9.2.1 1700 F~ 1988 年 逐年 太阳 黑子 数据 
1-28 29-56 57-84 85-112 113-140 141-168 169-196 197-224 225-252 253-280 281-288 
10.2 10.2 5.0 64.6 37.6 41.8 16.7 
32.4 24.1 12.2 36.7 74.0 26.2 44.3 
47.6 82.9 13.9 24.2 139.0 26.7 63.9 
54.0 132.0 35.4 10.7 111.2 12.1 69.0 
62.9 130.9 45.8 15.0 101.6 9.5 77.8 
85.9 1181 41.1 40.1 66.2 2.7 64.9 
61.2 89.9 30.1 61.5 44.7 5.0 35.7 
45.1 66.6 23.9 98.5 17.0 24.4 21.2 
36.4 60.0 15.6 124.7 11.3 42.0 11.1 
20.9 46.9 6.6 96.3 12.4 63.5 5.7 
1.4 41.0 40 66.6 3.4 53.8 87 
37.8 21.3 1.8 64.5 6.0 62.0 36.1 
69.8 16.0 85 541 323 48.5 79.7 
40.0106.1 6.4 16.6 39.0 543 43.9 114.4 
20.0100.8 4.1 36.3 20.6 59.7 18,6 109.6 
81.6 68 49.6 6.7 63.7 5.7 88.8 
66.5 145 642 4.3 635 3.6 67.8 
34.8 34.0 67.0 22.7 52.2 1.4 47.5 
30.6 45.0 70.9 54.8 25.4 9.6 30.6 
7.0 43.1 47.8 93.8 13.1 47.4 16.3 
19.8 47.5 27.5 958 68 57.1 9%6 
92.5 42.2 8.5 77.2 6.3 103.9 33.2 
83.4154.4 28.1 13.2 59.1 7.1 80.6 92.6 
47.7125.9 10.1 56.9 44.0 35.6 63.6 151.6 
84.8 8.1 121.5 47.0 73.0 37.6 136.3 
68.1 2.5 1383 30.5 85.1 26.1 134.7 
38.5 0.0 103.2 163 780 14.2 839 
22.8 14 85.7 7.3 64.0 5.8 _ 69.4 
10.5440 + 1. 69202,-,; 一 1. 15922,-2 
+ 0. 23672z,-3 + 0.15032, + Ev» 
4 T-a < 36. 6; 
7.8041 + 0. 7432z,-ı 一 0. 0409z,-: 
= 4 — 0. 2020z,-; + 0.1730z,, — 0. 2236z,-5 


Tı 


(9.2.1) 


+ 0. 0189z,-6 + 0.1612z,-, — 0. 25642,8 
+ 0. 31952,- — 0.3891z,1o + 0. 43062-11 


— 0.03972,-12 + Exs 
当 z > 36. 6. 
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其 中 四 一 254. 64,03 = 66. 84. 

用 模型 (9. 2. 1) 对 1921 年 一 1955 年 的 太阳 黑子 数 进行 预报 . 经 实际 
计算 结果 表明 ,实测 值 .用 模型 (9. 2. 1) 计 算出 的 拟 合 值 以 及 一 步 预报 值 ， 
三 者 很 接近 ,而 且 1921 年 以 后 的 预报 值 逐 渐 呈现 出 有 规则 的 循环 ,并 显 
示 出 有 长 度 为 31 年 的 周期 ,每 个 周期 内 又 由 三 个 极 大 和 三 个 极 小 构成 三 
个 局 部 循环 , 且 局 部 循环 的 上 升 和 下 降 的 长 度 是 不 对 称 的 . 这 又 进一步 揭 
示 了 太阳 黑子 数目 的 分 周期 应 为 31/3 关 10. 3( 年 ). 

Tong(1980) 对 1700 年 一 1979 年 太阳 黑子 数据 用 门限 自 回 归 模型 建 
模 ,并 对 1980 年 一 1987 年 太阳 黑子 数 作 预 报 . 先 对 太阳 黑子 数据 进行 
Box-Cox 变换 , 即 对 原始 数据 z(t 二 1,… ,280) 令 


并 一 1 
“—, A#0; 
2,(A) = | A $ 


A=0, 
(logz,, 


SEH |A| <10A 称 为 Box-Cox 参数 ), 可 取 为 4=0,0.1,0.2,…,1, 分 别 计 
算出 新 序列 {z,(4)) ,并 对 其 建 模 , 求 出 相应 的 AIC” 值 . 令 
AICA) = AIC® — 2logl JA) |, 
式 中 
JO) = [pat 
DAT FRY A fe ERR A AY ABET: 
AIC() = min AICO). 


对 1700 年 ~1979 年 的 太阳 黑子 数据 ,经 Box-Cox 变换 选 A= att 


二 一 2CVz, 一 1) (= 1,.,280). 
对 {z'} 建 门限 自 回归 模型 ,得 到 
1.92 + 0. 84z,-; + 0. 072, + 0. 322-3 
+ 0. 152,., — 0. 20z, 5 — 0. 001z,-¢ + 0. 192.7 
— 0.272%, s +0. 212-5 + 0.01z, 10 + 0. 092-11 + Er» 
4 z s S11. 93; 
4.27 + 1. 44z,-, — 0. 842,-2 + 0. 062. 3 + Ex, 
4 z, > 11.93. 
(9. 2. 2) 
由 表 9. 2. 2 列 出 的 数值 可 见 , 建 模 的 效果 是 理想 的 , 即 模型 (9. 2. 2) 
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能 较 好 地 刻画 太阳 黑子 的 变化 规律 . 
表 9. 2. 2 太阳 黑子 数 预报 值 与 实测 值 比较 (1700 年 一 1979 年 数据 建 模 ) 

年 预报 值 实测 值 RE 
1980 160.1 154.7 一 5.4 
1981 141.8 140.5 一 1.3 
1982 96.4 115.9 19.5 
1983 61.8 66.6 4.8 
1984 3.1 45.9 14.8 
1985 18.1 17.9 一 0.2 
1986 18.9 13.4 一 5.5 
1987 26.9 29.2 一 0.7 


Subba Rao 和 Gabr( 见 文献 [99]) 用 朴 系 数 双 线 性 模型 拟 合 太阳 黑 
子 数据 ,得 到 如 下 模型 : 
L, + Ai-i H dr sy 十 Cos 
= at by ry ze + bate se + Daze + basis 
十 er-ie -ss 十 pr ae- 十 br -ae 十 6， 


(9. 2. 3) 
式 中 


a =— 1.5012, a, = 0.7670, a, =— 0.1152, 
a = 6.886, by =— 0.1458, bs = 0. 0063, 
bs =— 0.0072, bs =— 0.0060, by, = 0. 0036, 
by, = 0.0043, by = 0.0018. 
并 用 模型 (9. 2. 3) 进 行 了 一 步 预 报 , 有 关 结 果 参 见 文献 [99]. 
我 国 的 天 文 工 作者 也 运用 门限 自 回归 模型 拟 合 太 阳 黑 子 数据 ,并 用 
以 预报 太阳 黑子 数 的 长 期 变化 . 这 方面 的 材料 有 文献 [52]、[130] 等 .以 下 
简要 介绍 文献 [130] 中 张 桂 清 的 工作 . 
对 太阳 黑子 数据 作 如 下 变换 : 
z= (4 +1" 
数据 起 始点 为 1700 年 ,从 1956 年 开始 ,每 增加 两 年 数据 , 便 拟 合 新 的 门 
限 自 回归 模型 . 所 建 模型 和 对 1956 年 一 1985 年 太阳 黑子 数 作 预 报 的 结 
果 , 分 别 列 在 表 9. 2. 3 和 表 9. 2. 4 中 . 有 趣 的 是 :由 表 9. 2. 3 可 见 延迟 参 
Bd 呈 周 期 变化 ,周期 为 10 年 ;而 且 太阳 活动 峰 年 期 间 延 迟 参数 值 较 大 ， 
例如 1968 年 和 1979 年 为 峰 年 ,相应 的 延迟 参数 分 别 为 8 和 5, 表 9. 2.4 
列 出 了 1956 年 一 1985 EH 30 年 的 预报 结果 . 经 与 三 个 太阳 活动 局 的 实 
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测 值 比 较 , 预 报效 果 是 理想 的 . 按 天 文学 1956 年 一 1985 年 为 太阳 活动 的 
第 19,20,21 周 ,三 个 太阳 活动 周 实测 的 极 大 年 分 别 为 1957 年 .1968 年 
和 1979 年 , 极 小 年 分 别 是 1964 年 和 1976 年 . 预报 所 得 结果 是 : 极 大 年 分 
别 为 1958 年 .1968 年 和 1980 年 ; 极 小 年 分 别 为 1965 年 和 1977 Æ. RAK 


年 的 预测 值 中 有 两 个 滞后 一 年 , 极 小 年 的 预测 值 都 滞后 一 年 . 但 总 的 效果 
仍 比 其 他 预报 方法 好 . 
表 9.2.3 1956 年 一 1985 年 的 模型 参数 
时 间 
a a| r eles 8° = (usaf? rasp)" 8) = (afa? aif?" 
aa: i 
€ 1.4180 1.1310 —0. 2888 € 1.9930 1. 3560 6973 
1956 一 0. 2975 0.3278 —0. 2752 —0, 2784 0.3171 —0. 3876 
1957 516. 928] 14}12 0. 0002 0. 0258 0. 1340 0. 0274 0. 2604 0. 4664 
i 0.0827 0.0820 0.1382 | 0.6463 一 0.2723 —0. 0028 
| | 一 0.0790 一 0.1266 0.0843 ) 0.2926 ) 
(16100 0.9153 二 0.2372 | (0.3327 1.2630 一 0.5112 
1958 a. 243}11] 9 一 0. 1968 0.3668 一 0.4284 一 0. 1374 0. 1958 —0. 1269 
1959 0.0541 0.1365 0. 2923 一 0. 1259 0. 1676 0. 0417 
LI 0.1579 —0.0569 ©. 2054 ) 0. 1537 ) 
Jy corse 1.3180 os683 | 1000 0.8418 一 0.1824 
1960 ` 3 i —0.2628 0.3773 —0. 3058 
4 |6. 964| 8 |11| —0. 0865 0.2031 —0. 1586 
1961 一 0.0223 0.1540 —0. 2716 
0. 1690 0.2271 0.1145 ) 
| . 0.3817 —0. 2278 0. 2047 ) 
(0.4298 Lano —0, 5624 | 1190 708281 —0. 1548 
i .3110 一 0.5 
1962 一 0.1258 0.3503 一 0.3427 
4|6.285| 8 |10| 一 0. 0943 0. 2666 0.0141 
1963 0.0199 0.1983 —0. 3783 
—0. 3209 0.1691 0. 2030 ) 
{| 4 0.4635 —0. 1286 ) 
€ 0.3765 1.2940 —0. 5547 € 1. 0990 0.7895 —0. 1345 
1964 —0.0879 0.2441 0.0895 | 一 0.1351 0.3434 —0. 3293 
4|6.285|10| 9 
1965 ). 2724 0. 1381 0.1756 —0. 0018 0.2271 —0. 3377 
—0. 0831 0.0852 ) 0. 3193 ) 
€ 1.2570 1.0180 一 0. 1800 € 0. 3952 1.4540 —0. 7396 
1966 —0. 3129 0.2455 —0. 1777 —0. 0550 0.4279 —0. 4440 
516.285|10|10 
1967 0. 0002 0. 0011 0. 2259 0. 0961 0.3368 —0. 5731 
—0. 0922 0.1018 ) | 0.7099 一 0.2362 ) 
€ 1.2650 0. 8686 0. 0263 
1968 —0, 0.1571 —0. 21; 
6. 964) 10| 2 bates > e ( 2. 6670 1.3970 —0. 7706 ) 
1969 0.0017 0.1928 —0. 2834 
0. 1961 0. 1007 ) 


+ 300: 第 9 章 实例 分 析 


( 续 表 ) 
| z lalh 6 (apah aP 8? = (aPal? a 
4 
+ 
(1.0980 0.7793 —0. 1153 
(0.7035 1.2840 —0. 5831 
1970|4|6. 403) 8 | 9| -0.0391 0.2254 —0. 0442 Cale FO A 
1971| | 0.0088 0.2141 一 0.3229 


一 0. 2695 0.2111 0.1583 ) 


| | 0. 3027 
| 一 | 
《0.7408 0. 5881 0. 0875 


€ 0.9436 1.3330 —0.6426 |—0.2277 0.3191 —0. 3546 
6. 986| 7 |13| 0.0194 0.1260 一 0.1296 | 一 0.0007 0.1847 一 0.2535 
一 0.2152 0.3781 ) 0.3017 —0.0939 —0. 0253 


= 


| 0.1036 0. 1230 ) 


( 0. 8268 0. 5735 0. 1496 
( 0. 9008 1.3370 —0.6398 |—0. 2690 0. 2883 —0. 2961 


ate 4)7. 036] 7 112| 0.0094 0.1373 —0.1434 | —0.0218 0.1895 —0. 2554 
—0. 1990 0. 3729 ) 0.3015 —0. 0905 0. 0801 
0. 2654 ) 


二 
€ 1.0260 0.7546 —0. 0562 
( 0.4705 1.3110 —0. 5703 


1976| |6. 284| 8 doa t ozele cenou] oe 0.3178 —0. 3145 
1977| |" 7 ù ` —0.0083 0.2583 —0. 3772 
—0. 2851 0. 1878 0. 1742 

0. 3500 ) 


© 


( 1.3800 1.1760 —0. 3842 
—0. 2049 0.3077 —0. 3626 


( 2. 8850 1.2520 —0. 8703 
—0. 3333 0.5282 —0. 4190 


0.1855 —0.0595 0. 0067 
bd 5|8.031|15]12) 。 ‘ois ae. 4 ee 一 0.0623 0.3679 —0. 6659 
` ` ` 0.7548 —0.2218 —0. 0296 
0.0050 —0.2856 0.2928 
0. 3524 ) 
—0. 1334 ) 
| 
(1.3240 0.7930 —0.0157 | (1.0040 1.3460 —0, 7062 
1980 eloah o] 2317 0198 一 0.2514 | 一 0.0174 0.2560 —0. 2531 
1981| | 一 0.0039 0. 2069 .1418 0.2429 一 0.0315 
0.2288 —0. 0141 . 1389 ) 
TT oe Md e (1.0560 0.7574 一 0.0457 
1982|4|6. 403| 8 | 9 0.0491 0.2596 Es arean i OT 
1983| | ‘ ‘. = 一 0.0304 0.2529 —0. 3452 


—0, 2243 0. 1691 0. 1767 


0. 3048 ) 


(€ 0. 8042 0. 5447 0. 1958 
€ 0. 8106 1.3500 一 0.6534 |—0. 2824 0.2910 —0. 2980 
4|7. 409| 7 |12| 一 0. 0060 0.1990 —0. 2417 —0. 0352 0. 1919 0. 2085 
0. 1501 0. 3849 ) | 0.2151 一 0.0497 —0. 0888 
0. 2723 ) 


| O LU -一 
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$ 9.2.4 1956 年 一 1985 年 太阳 黑子 相对 数 年 均值 及 对 它 的 预报 
时 间 | (R) (R) (R) (R) , 平均 误差 
(年 ) | 实测 | 预报 Ce) | 实测 | 预报 (AR)”， 


104.5 | 81.5 | 23.0 
7 

+) aR = (XIR — &1)/30 
a 
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本 节 介绍 使 用 非 线性 时 间 序 列 模型 的 另外 两 个 例子 曾 在 国内 有 关 刊 
物 刊载 . 


一 、 南 方 涛 动 指数 的 非 线 性 建 模 

年 际 尺度 的 气候 变化 中 ,最 突出 的 形式 是 南方 涛 动 . 它 是 赤道 地 面 气 
压 的 大 尺度 位 移 的 标志 . 以 印度 尼 西 亚 、 省 大 利 亚 和 太平 洋 地 区 最 为 显 
F. 南方 涛 动 指数 (SOI) 就 是 在 气压 差 的 基础 上 确定 的 . 当 东 太平 洋气 压 
高 ,而 印尼 -澳大利亚 气压 相对 低 于 长 期 平均 值 , 则 称 高 指数 ;反之 , 称 为 
低 指 数 . 由 于 南方 涛 动 与 赤道 太平 洋 海 表 温 度 变化 有 明显 的 耦合 ,在 海 - 
气相 互 作 用 的 研究 中 ,SOI 是 很 受 重视 的 时 间 序 列 . 

将 1935 Æ 1 H~1986 4 8 月 的 SOI 资料 进行 5 个 月 滑动 平均 ,得 
到 n=616 个 数据 . 对 这 组 数据 分 别 拟 合 LAR 模型 . 倒 加 模型 和 门限 自 
回归 模型 ,分 别 得 到 如 下 模型 ; 

LAR(12) 模 型 : 
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T,= 1.2981z,., — 0.19932z,-. 一 0. 060z,-3 
+ 0.00182... — 0. 6383z,-; + 0. 78812.-¢ 
一 0. 2250z,, 一 0. 0061z,-, — 0.01732,-4 
0. 34332,..19 一 0. 39297, 1 — 0.1053z, 1 十 6, 
(9.3.1) 
经 计算 , 拟 合 值 与 实测 值 的 相关 系数 o= 0. 102, 可 见 LAR(12) 模 型 
(9. 3. DXF SOT 数据 的 拟 合 效 果 很 差 . 
AWRA: 
考虑 到 SOI 资料 的 趋势 性 , 先 用 方差 分 析 提 取 5 一 7 年 左右 的 三 个 
周期 ,将 分 离 周 期 趋势 后 剩余 的 新 序列 {z:} 建 立 LAR(3) 模 型 , 即 
z= fA) 十 Ti 
E = 0. 2458x,-ı + 0. 1977x,-2 + 0. 15442,-3 + &. 
模型 (9. 3. 2) 的 拟 合 值 与 实测 值 的 相关 系数 为 p 一 0. 582. 可 见 , 对 SOI 资 
料 ,模型 (9. 3. 2) 比 模型 (9. 3. 1) 的 拟 合 效 果 好 . 
门限 自 回归 模型 : 
— 0. 2624 + 0. 9613z,-' 一 0.3612z-: 
— 0. 1460z,-; — 0. 2068z,_, — 0. 08612z,-; 
十 0.2677z tet, 4 x-,<0.10; 
er (9. 3.3) 
— 0.1618 + 0. 96512, — 0. 425022 
一 0. 2793z,-3 — 0. 11414,_, 一 0.1351z-s 
+ 0. 32452,-6 + Ens 4 z4 > 0.10. 
模型 (9. 3. 3) 的 拟 合 值 与 实测 值 之 间 的 相关 系数 为 c=0. 925. 显然 ,门限 
自 回 归 模型 的 拟 合 能 力 比 上 述 两 个 线性 模型 有 显著 提高 . 


(9. 3.2) 


Z., ARCH 模型 在 中 国 宏观 经 济 分 析 中 的 应 用 
在 传统 的 计量 经 济 学 方法 中 ,对 宽 平稳 LAR(p) 模 型 
Li = Hr) 十 … 十 az- 十 ea (9. 3. 4) 
常 假定 : 
(iD 系数 aya, 满足 (1.2.5) 式 ; 
GD {e'} 为 平稳 鞭 差 序列 ,满足 : 
Ele,|F7,}= 0,a.s., Ele|Fiy}=o, a.s.. (9.3.5) 
实际 上 ie 
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e, = 2, — Efa F711), 

则 (9. 3. 5) 式 的 第 二 等 式 就 意味 着 一 步 预报 误差 的 条 件 方差 为 常数 . 这 是 
一 个 很 苛刻 的 假定 . Engle 和 An HZ 等 ( 见 文献 [45]、L3]) 都 曾 指出 这 一 
条 件 的 不 合理 性 . 因为 在 许多 经 济 现象 中 ,对 其 观测 数据 所 建立 的 LAR 
模型 的 残 差 的 条 件 方差 ,也 即 一 步 预 报 误差 的 条 件 方差 ,往往 呈现 出 随时 
间 而 变化 . 换 句 话说 ,E{e?| 宛 7,) 不 是 常数 .为 便于 统计 分 析 , 常 假定 
Etel Zi E t 时刻 以 前 的 预报 误差 62-,(s>0) 的 函数 . 随机 条 件 方差 模 
型 的 引进 ,就 是 为 了 刻画 这 种 现象 . 下 面 就 我 国 工业 总 产值 工业 销售 收 
入 和 社会 零售 商品 物价 指数 三 个 经 济 指标 使 用 1983 年 1 月 至 1994 年 9 月 
的 月 平均 数据 ,进行 条 件 异 方差 性 分 析 . 先 根据 经 济 理论 ,对 数据 作 一 些 
预 处 理 ,包括 将 原始 数据 转换 为 增长 率 数据 和 季节 调整 等 . 对 预 处 理 后 的 
数据 拟 合 LAR 模型 ,对 拟 合 残 差 序列 用 8 6. 5 的 LM 检验 法 ,对 其 条 件 
异 方差 性 作 检 验 . 若 存在 条 件 异 方差 性 , 则 建立 相应 的 ARCH 模型 . 

(一 ) 工业 总 产值 : 先 将 工业 总 产值 转化 为 增长 率 ,再 对 增长 率 的 数 
据 作 季节 调整 ,调整 后 的 数据 记 为 GI10SAt, 用 AIC 准则 对 该 数据 拟 合 
LAR 模型 ,得 到 如 下 LAR(1) 模 型 : 

GI10SA, = 1. 7375 — 0. 3657GI10SA,-; 十 er (9. 3. 6) 
令 
e, = GI10SA, — 1. 7375 + 0. 3657GI10SA,., 
(t= 2,350,141). 
检验 {e} 是 否 具 有 条 件 异 方差 性 等 价 于 检验 如 下 假设 : 
Ho Ele | Fi) = CORR. 

为 了 使 用 LM 恰 验 法 ,考虑 ARCH 模型 


e, = hs 
| (9. 3.7) 


hA=Q+ Sadi 
其 中 {e ) 为 白 噪 声 序列 ,满足 (3. 3. 10) 式 ， 
> GS0G=1le sg), AHHA, 
检验 如 下 假设 : 
Hip = p=- =R=, 
对 立 假设 为 


H.: Xp #0. 
om 
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利用 LM 检验 方法 在 置信 水 平 B=0. 05 下 , 依 工业 总 产值 数据 分 析 ,接受 
H,. 
(二 ) 工业 销售 收入 : 作 类 似 于 (一 ) 的 预 处 理 后 , 拟 合 LAR 模型 ,得 
到 
GI20SA,= 2. 60 — 0. 4138GI20SA, , + 0.0366GI20SA,_, 十 ev， 
(9.3.8) 
其 中 “G120SA,” 表 示 经 预 处 理 后 的 工业 销售 收入 数据 . 
令 
¢,= GI20SA, — 2. 60 + 0. 4138GI20SA,-, 
一 0.0366GI20SA，， (+ = 3,4,.…,141). 
对 残 差 序列 {e) ,经 LM 检验 ,在 置信 水 平 6=0. 05 下 ,拒绝 Ho BU RR 
差 序 列 {e,} 存 在 明显 的 条 件 异 方差 性 . 于 是 用 $7. 1( 三 ) 所 介绍 的 极 大 似 
然 估计 和 迭代 算法 , 求 得 如 下 ARCH(2) 模 型 : 
h, = 30. 88 + 0. 3432e?_, + 0. 0907e? ,， (9.3.9) 
由 上 述 三 步 , 即 拟 合 LAR 模型 (9. 3. 8), 对 残 差 序列 进行 条 件 异 方差 性 
检验 , 拟 合 ARCH 模型 (9. 3. 9), 最 后 得 到 工业 销售 收入 的 LAR-ARCH 
模型 
GI20SA, = 2. 60 — 0. 4138G120SA,_, 
+ 0. 0366GI20SA,_, + e,; 
= chit, (9. 3. 10) 
h, = 30. 88 + 0. 3432e?., + 0. 0907e? 2 
(三 ) 社会 零售 商品 物价 指数 :以 已 表示 社会 零售 商品 物价 指数 . 由 
有 关 经 济 学 理论 知 ,社会 零售 商品 物价 指数 与 上 一 年 同期 相 比 的 货币 流 
通 量 ( 记 为 DTR) 有 密切 关系 . 数据 分 析 也 表明 它们 之 间 存在 高 度 线性 相 
关 . 因此 ,对 社会 零售 商品 物价 指数 数据 ,我 们 不 是 拟 合 自 回归 模型 ,而 是 
拟 合 以 DTR,、DTR,_, 和 P,_, 作 为 解释 变量 的 混合 回归 模型 ,其 拟 合 的 模 
型 为 
P,= 0.017 + 3.71 X 107°DTR, 一 3.04 X 10-SDTR,-, 

十 0.98P 1 +e. (9.3.11) 
WHS RH (e.) ,经 LM 检验 ,在 置信 水 平 B= 0. 05 下 拒绝 Ho. 再 用 极 大 
似 然 估 计 和 迭代 算法 得 到 如 下 ARCH 模型 

h, = 7.77 X 10-* + 0. 2635€}, + 0. 098e? (9.3.12) 
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这 里 需要 说 明 的 是 :估计 ARCH 模型 (9. 3. 12) 参 数 的 极 大 似 然 迭 代 算 
法 ,是 按 Engle( 见 文献 [45]) 给 出 的 具有 ARCH 误差 的 回归 模型 的 算法 . 
这 一 算法 的 导出 与 87. 1( 三 ) 中 介绍 的 LAR-ARCH 模型 的 MLE ik 
代 算 法 完全 类 似 . 

图 9. 3. 1 绘 出 了 hh 随时 间 变 化 的 图 形 . 图 9. 3. 2 是 六 的 95 多 的 置信 区 
间 . 
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图 9.3.1 4h, 随 时 间 变 化 图 


图 9.3.2 Ah, 的 95% 的 置信 区 间 
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AIC 准则 8$7.1,87.3 

BIC 准则 8$7.1,87.3 

Box-Cox 变换 $9.2 

CV- 方 法 8$7.3 

Hausdoff 维 数 § 8.3 
Kolmogorov-Smirnov 检验 § 6.2, § 9.1 
Kolmogorov 容 度 § 8.3 

Lagrange 乘 子 检验 §6.5, 89.3 
Lagrange 稳定 § 2.3 
Lyapunov 指数 § 8.3 

Lyapunov 4% § 8.3 

Maudelbrot 集  § 2.3 

PP 方法 (投影 寻 踪 方法 ) §7.2,88.4 
S 形 函数 8$8.4 

Sarkovskii 序 § 8.1 

Tukey 检验 8$6.4 

Volterra 展开 §1.3,83.4 
Yule-Walker 方程 8$7.1 

a- 混 合 相依 8 7.2 

9 -混合 相依 $7.2 

B-ARCH 模型 §3.3,§4.3,§4.4 
B-GARCH 模型 8$3.3 


一 ~ 二 画 

一 步 区 间 预 报 8$5.3 

一 步 预报 8$1.4,85.1 

一 步 预报 误差 §1.4,85.1 

- 步 预报 误差 方差 8$1.4,85.1 

一 步 预报 误差 条 件 方差 8$1.4,83.3,85.1,85.3 
ARS BRR $1.4, 84.1 

二 维 直 方 图 $9.1 

二 维 散 点 图 $3.1,39.1 

几何 遍历 性 $4.1,8$4.2,84.3,8$4.5,87.2 
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几何 速度 稳定 8$2.3 


三 画 
三 阶 31.3,85.4 
工业 总 产值 模型 89.3 


工业 销售 收入 模型 8$9.3 

小 集 (small set) 8$4.1,84.2, 4.5 

广义 可 加 模型 $8.4 

广义 自 回 妇 条 件 异 方差 模型 (GARCH) 模 型 $3.3, $4.4, 8.4.5, $6.5 
广义 线性 自 回归 模型 $3.2 

门限 自 回归 模型 83.2,8$4.3,84.5,87.1,87.3,89.1,89.3 
马尔 科 夫 链 ( 马 氏 链 ) 8 101, $4.1, 8 4.2, 84.3, 8 4.4, 84.5 


四 画 

不 可 约 8§4.1,84.2,84.3,88.1,88.2 

不 变 (概率 ) 分 布 84.1,84.2,8$4.4,8$8.1 

不 动 点 $22,823 

不 变 线性 系统 8 2.1 

太阳 黑子 8$9.2 

区 间 预 报 $5.3 

双 线 性 模型 $1.3,§3.4,84.4,84.5,87.1,89.1,89.2 
双 线 性 模型 的 预报 85.4 

双 谱 检验 8$6.4,89.1 

双 谱 函 数 $1.3,36.4 

双重 线性 模型 》3.5,8$4.4,87.1 

白 噪 声 序列 §1.2,81.3,83.1,83.2,83.4,84.2~ $4.6 
分 片 线性 自 回归 模型 83.2,84.4 

分 形 几 何 8$8.1,88.3 

分 形 维 数 8$2.2,88.3 


五 画 

正 态 序列 8$1.1,81.4,83.3,84.4,87.1,89.1 

正 交 序列 81.4 

平稳 序列 ( 严 平稳 序列 ) 8》1.1,81.2,8$1.4,8$4.2,84.4,84.5 
平稳 序列 预报 $1.4, 85.1~ $5.4 

平移 黄 差 序列 8$1.4,83.3,85.1~85.3,86.1,86.2,87.1 
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平稳 解 8 4.2,84.4,84.5 

加 拿 大 山猫 数据 $9.2 

可 加 一 元 函数 通 近 方法 87.2 

可 加 非 线性 自 回归 模型 (ANLAR 模型 ) 83.2,84.3,84.5,87.2 
可 加 半 参 数 模型 § 3.2 

可 加 噪声 NLAR 模型 预报 § 5.2 

训练 过 程 88.4 

发 散 的 线性 系统 $2.1 


六 画 
齐 时 马 氏 链 $4.1 
初始 分 布 8$4.1 


初 值 灵敏 88.1,88.4 

交替 条 件 均值 算法 (ACE 算法 ) $7.2 
吸引 元 82.2,82.3,88.1 

吸引 域 82.2,82.3.88.1 

吸引 集 $2.2,82.3,88.1 
压缩 型 动态 系统 8 2.3 

压缩 性 条 件 § 4.4 

有 理 分 式 自 回归 模型 8$3.2,8$4.3 
连续 动态 系统 82.3 

自 回归 条 件 异 方差 模型 (ARCH 模型 ) 8$3.3,84.3,8$6.5,87.1,89.3 
自 协 方差 函数 $1.1,37.1 

多 步 预报 误差 85.1 

多 步 预报 误差 方差 $5.1 

多 步 预 报 误差 条 件 方差 $5.1 

多 层 前 输 网 络 5 8.4 

多 指标 布朗 运动 8$6.2 

全 变 差 范 数 8$4.1,84.2 
伪 随 机 序列 $8.2 

阶 的 识别 $7.3 


七 画 

社会 零售 商品 物价 指数 模型 8$9.3 
投影 预报 8$1.4,85.1 
投影 新 息 序 列 81.4 
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极限 点 §2.1,§2.2 

RRA §2.1,§2.2 

局 部 稳定 性 § 2.2 

局 部 条 件 均值 估计 § 7.2 

局 部 多 项 式 估计 §7.2 

时 间 序 列 的 可 道 性 $4.6 

时 间 序列 的 时 间 可 逆 性 8$4.6 
时 间 序 列 的 多 步 预报 $5.1 

时 间 序列 的 一 步 预报 $1.4, 85.1 
条 件 期 望 预报 方法 §1.4,§5.1~ $5.3 
条 件 最 小 二 乘 估计 (CLSE) $7.1 
条 件 极 大 似 然 估计 (CMLE) $7.1 
条 件 分 布 退化 8$8.1 

条 件 分 布 完 全 退化 $8.1 

纯 随机 (平稳 ) 序 列 8$4.6 


八 画 

线性 序列 $1.2 

线性 自 回归 滑动 平均 模型 (LARMA 模型 ) $1.2 

线性 自 回 归 模型 (LAR 模型 ) 8$1.3 

线性 性 检验 = § 6.1~ $6.5 

线性 离散 动态 系统 8 2.1 

非 线性 自 回归 滑动 平均 模型 (NLARMA 模型 ) 8$1.3,83.4,85.3 
非 线性 参数 型 模型 § 1.3, 8 3.2 

非 参数 模型 8$1.3,83.2,8$7.2,87.3 

非 线性 自 回归 模型 (NLAR 模型 ) §1.3,§3.2,§4.2~§4.5,§5.1 
非 稳定 的 周期 振荡 系统 8$ 2. 1 

非 参数 自 回归 模型 § 3.2, $4.2, 8§ 6.2,86.3,87.2,87.3 

非 线性 多 元 时 间 序 列 模型 § 3.5 

非 周期 马 氏 链 8$ 4.1 

非 线性 ARMA 模型 的 预报 8$5.4 

单纯 吸引 元 $ 2.2 

单 向 随机 (平稳 ) 序 列 § 4.6 

奇异 吸引 元 $2.2 

周期 解 § 2.2 

周期 马 氏 链 $41 
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周期 长 度 $2.2 

函数 系数 自 回归 模型 (FCAR 模型 ) 8 3.2 

函数 型 随机 条 件 方差 模型 § 3.3,84.3,94.5,84.6 
拟 线性 自 回归 模 型 8$3.2,S4.3,84.4 
ARMARE §3.4 

直方 图 §3.1,89.1 

经 验 分 布 8$8.2 

学 习 过 程 §8.4 


AB 

神经 网 络 $8.1,88.4 

神经 元 § 8.4 

指数 自 回 归 模 型 (EAR 模型 ) 8$3.2,84.3 
南方 涛 动 指数 89.3 

标准 布朗 运动 $6.2 

相 容 性 82 

相 容 检验 861 

相关 维 数 88.3 

结构 线性 性 $6.1 

结构 AR 模型 $5.1 

结构 线性 模型 8$5.1 

结构 线性 性 检验 $6.1,86.4,86.5 
复 值 动态 系统 § 2.3 

乘积 核 估计 $7.2 

降 维 非 参数 自 回 归 模型 $3.2 


十 画 

ARE $13,841,871 

高 阶 谱 $1.3, 86.4 

ANER §1.3 

AMERRE $6.4 

宽 平 稳 序列 81.1,81.2,81.4 

部 分 参数 型 自 回 归 模型 ( 半 参 数 模型 ) 8 3.2,§4.3 
预报 线性 性 8$6.1 

预报 线性 性 检验 8$6.1,86.4,86.5 
预报 AR 模型 §5.1 
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预报 线性 模型 $5.1 

预报 误差 序列 $1.4 

预报 线性 序列 $1.4 

BH § 6.2 
随机 条 件 方差 模型 § 3.3, $4.2, $4.3, 85.3 
随机 条 件 方差 模型 的 预报 $5.3 
样本 分 布 § 8.2 

样 条 自 回归 模 型 § 3.2 
Wiii (ME) §7.1 

核 估计 $7.2 

离散 动态 系统 §2.1~ $2.3 


十 一 画 

混沌 8$8.1,88.2 

混合 型 检验 §6.3 

遍历 性 8$4.1,84.4 

遍历 分 布 8$8.1,8$8.2 

MAK § 8.4 

第 一 种 多 步 近 似 预报 方法 §5.2,§5.3 
第 二 种 多 步 近似 预报 方法 5.2,$5.3 
强 相 容 估计 $7.1 

渐 近 正 态 性 $6.5,87.1 

维 数 灾难 86.2,87.2 

符号 序列 §8.1,88.2 

隐蔽 层 8 8.4 


十 二 画 以 上 

最 大 不 可 约 测度 4.1 
嵌入 维 数 $8.3 

循环 集 $4.1 

新 息 序 列 8$1.4,83.1,85.1 
输入 层 88.3 

输出 层 8 8.3 
蒙特 卡 洛 方法 8$5.2,85.3 
谱 分 布 函数 $1.1 

WER $11 
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PRE $1.1. SN1.2.S5.14 
模型 的 遍历 性 $4.2 
模型 的 几何 遍历 性 ”8 4.2 
模型 类 型 识别 ”8 7.3 
AMR 9.3 

稳定 线性 系统 8 2.1 
整体 发 散 82.3 

整体 稳定 $2.3 

整体 几何 速度 稳定 8 2.3 
激发 函数 $84 

BPE §8.1,88.2 


